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Part I

式子处理
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Chapter 1

换元法

换元法的黄金律

正如研究函数，要先研究函数的定义域——引入新元，必不可少的一步是研究新元的
取值范围。
换元的好处在于把复杂的式子换成熟悉的形式（如二次函数、反比例函数），但值域
由新元的取值区间决定——忘记这一步几乎是所有换元题失分的罪魁。

例（双元换元：正余弦之和与积）.

设 f(θ) = sin θ + cos θ + sin θ cos θ，θ ∈ R。求 f(θ) 的值域。

解.
观察结构：式中有 sin θ + cos θ 与 sin θ cos θ 两块。由平方关系

(sin θ + cos θ)2 = 1 + 2 sin θ cos θ,

这两块之间存在天然联系——因此用同一个 t 就能表达两者。
换元：令 t = sin θ + cos θ =

√
2 sin

(
θ + π

4

)
∈ [−

√
2,

√
2]。则

sin θ cos θ =
t2 − 1

2
,

从而

f(θ) = t+
t2 − 1

2
=

1

2
(t+ 1)2 − 1, t ∈ [−

√
2,

√
2].

二次函数分析：开口向上，对称轴 t = −1 ∈ [−
√
2,

√
2]。

• 最小值 fmin = −1，在 t = −1 处取得；

• 最大值 fmax 在区间端点处取。比较 t = −
√
2 与 t =

√
2：

t =
√
2 : 1

2 (
√
2 + 1)2 − 1 = 1

2 (3 + 2
√
2)− 1 = 1

2 +
√
2,

t = −
√
2 : 1

2 (−
√
2 + 1)2 − 1 = 1

2 (3− 2
√
2)− 1 = 1

2 −
√
2 < 1

2 +
√
2.
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CHAPTER 1. 换元法 5

故 fmax = 1
2 +

√
2。

值域： f(θ) ∈
[
−1, 1

2 +
√
2
]
。

t

f

最小 −1

1
2 +

√
2

−
√
2

√
2

注.

换元的诊断问句：换元之前先问自己两个问题——

1. 形式上能换吗？原式中的” 复杂块” 能否用一个新变量统一表达？（本题：两块有
t2 = 1 + 2u 的联系，所以只需一个 t。）

2. 新元的范围是多少？原变量的约束（如 θ ∈ R）要翻译成新元的约束。跳过这一步会
造成” 值域算大”。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 2

拆项法

数列求和题里 80%的关键是裂项——把一个”难以直接求和”的项拆成两个相邻项的差，累
加时中间部分消去，只剩首尾两项。按通项结构可分三类：等差型、等比型、等差 + 等比
型。此外还有” 和项”（每项自带正负号相间）需要两两配对再求和。

2.1 裂项：等差型

等差型裂项的基本模板

若 an =
1

(kn+1)(kn)
，其中 kn = k1 + (n− 1)d 为等差数列，则

an =
1

d

(
1

kn
− 1

kn+1

)
.

这个 1
d 因子容易漏！

例（等差型裂项）.

数列 {an} 满足 an =
1

(2n+ 1)(2n− 1)
。求前 n 项和 Tn。

解.

an =
1

(2n+ 1)(2n− 1)
=

1
2

[
(2n+ 1)− (2n− 1)

]
(2n+ 1)(2n− 1)

=
1

2

(
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)
.

累加：

Tn =
1

2

[(
1− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

5

)
+ · · ·+

(
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)]
=

1

2

(
1− 1

2n+ 1

)
=

n

2n+ 1
.
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CHAPTER 2. 拆项法 7

2.2 裂项：等比型

等比型裂项的基本模板

若分子含 qn、分母含两项等比差，常可用恒等式

qn =
qn+1 − qn

q − 1

把分子” 拆” 到分母里去，裂为相邻两项之差。

例（等比型裂项 + 主元法）.

数列 {bn} 通项 bn =
2n

(2n+1 − 1)(2n − 1)
，前 n 项和为 Sn。若 ∀n ∈ N+, a ∈ [−1, 1]，均

有 x2 − ax− 2Sn ≥ 0 成立，求 x 的取值范围。

解.
第一步：裂 bn。利用 2n = (2n+1 − 1)− (2n − 1)：

bn =
(2n+1 − 1)− (2n − 1)

(2n+1 − 1)(2n − 1)
=

1

2n − 1
− 1

2n+1 − 1
.

于是

Sn =
1

21 − 1
− 1

2n+1 − 1
= 1− 1

2n+1 − 1
.

第二步：n → ∞ 的极限思想。由 Sn < 1 且 Sn → 1，所以 ∀n，2Sn < 2 且 2Sn → 2。

要使 x2 − ax− 2Sn ≥ 0 对所有 n 都成立，最严格的约束是 n → ∞，即

x2 − ax− 2 ≥ 0 对所有a ∈ [−1, 1] 恒成立.

第三步：主元法——把 a 当主元，x 当参数。式子

g(a) := −x · a+ (x2 − 2)

是 a 的一次函数。要在 [−1, 1] 上恒 ≥ 0，只需两端点 ≥ 0：g(−1) = x+ x2 − 2 ≥ 0 ⇐⇒ (x+ 2)(x− 1) ≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2] ∪ [1,+∞),

g(1) = −x+ x2 − 2 ≥ 0 ⇐⇒ (x− 2)(x+ 1) ≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1] ∪ [2,+∞).

取交集：

x ∈ (−∞,−2] ∪ [2,+∞).

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 2. 拆项法 8

2.3 裂项：等差 + 等比型

等差 + 等比型裂项的原则

对于 {an} 形如 an =
(等差)n · qn

(等差)n · (等差)n+1
这种” 等差与等比混合” 的通项，裂项后

的形式应是

an = cn+1 − cn, cn =
qn

某等差
.

裂项后 {cn} 的分子应仅差 qn（因为 qn 的比是 q，天然适合两相邻项之差），而除
qn 外只有与 n 无关的因子。

例（等差 + 等比型）.

数列 {an} 满足 an =
(2n− 3) · 2n

4n2 − 1
。若 Sn 为 {an} 的前 n 项和，求 Sn。

解.
分母凑分子： 4n2 − 1 = (2n+ 1)(2n− 1)。关键恒等式

2n− 3 = 2(2n− 1)− (2n+ 1).

代入：

an =

[
2(2n− 1)− (2n+ 1)

]
· 2n

(2n+ 1)(2n− 1)
=

2n+1

2n+ 1
− 2n

2n− 1
.

设 cn =
2n

2n− 1
，则 cn+1 =

2n+1

2n+ 1
，且 an = cn+1 − cn。故

Sn = cn+1 − c1 =
2n+1

2n+ 1
− 2.

2.4 和项：正负号相间

两两配对

若通项含 (−1)n，直接累加会忽上忽下，难以看出规律。诀窍是把奇、偶两项配对求
和，让振荡” 局部相消”。分类讨论 n 的奇偶即可。

例（带 (−1)n 的和项）.

数列 {cn} 通项 cn = (−1)n
4n

(2n+ 1)(2n− 1)
，{cn} 的前 n 项和为 Tn。求 Tn。

解.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 2. 拆项法 9

先裂项：由 4n = (2n+ 1) + (2n− 1)，

cn = (−1)n
(

1

2n− 1
+

1

2n+ 1

)
.

奇偶配对：计算 cn + cn+1（其中 n 为奇数，n+ 1 为偶数）：

cn + cn+1 = −
(

1

2n− 1
+

1

2n+ 1

)
+

(
1

2n+ 1
+

1

2n+ 3

)
= − 1

2n− 1
+

1

2n+ 3
.

这是个漂亮的” 跨两步” 裂项结构。
情形一：n 为奇数（n = 2k − 1）。前 n 项配成 n−1

2 对加一个剩余项 cn：

Tn = (c1 + c2) + (c3 + c4) + · · ·+ (cn−2 + cn−1)︸ ︷︷ ︸
每对都是裂项差

+cn.

对子求和（裂项累加）：

∑
pairs

=

(
−1

1
+

1

5

)
+

(
−1

5
+

1

9

)
+ · · ·+

(
− 1

2n− 5
+

1

2n− 1

)
= −1 +

1

2n− 1
.

加上 cn = − 1

2n− 1
− 1

2n+ 1
（因 n 为奇数，(−1)n = −1）：

Tn = −1 +
1

2n− 1
− 1

2n− 1
− 1

2n+ 1
= −1− 1

2n+ 1
= −2n+ 2

2n+ 1
.

情形二：n 为偶数。全部配对：

Tn = (c1 + c2) + · · ·+ (cn−1 + cn) = −1 +
1

2n+ 1
= − 2n

2n+ 1
.

综合：

Tn =


−2n+ 2

2n+ 1
, n 为奇数,

− 2n

2n+ 1
, n 为偶数.

注.

本章四类裂项背后是同一个朴素想法：” 让累加后中间消，只留首尾”。具体形式因 an

的” 骨架” 而异，但识别它们只需做一件事——看分母/分子的因子能不能用相邻两项的
差表达。这也是为什么等差 + 等比型要先” 分母凑分子”：让分子变成两个相邻 (2n± 1)

的线性组合。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 3

消次处理

” 消次” 指的是把高次式或混合次式经过重新组合 + 换元，降为熟悉的低次结构——最常
见的是二次函数或基本不等式的标准形式。本章两个典型武器：

(
x± 1

x

)
相关的恒等式、基

本不等式的” 升次—配凑”。

3.1
(
x± 1

x

)
及其衍生式

”x± 1
x
升平方 = x2 + 1

x2 ± 2”

(
x+ 1

x

)2
= x2 + 1

x2 + 2,
(
x− 1

x

)2
= x2 + 1

x2 − 2.

因此，若式中同时出现 x2 + 1
x2、x + 1

x（或 x − 1
x）这两类结构，就可以把它们用

同一个新元 t 统一起来。常数的配凑即可使式子变为关于 t 的完全平方或二次函数，

实现形式的统一。

例（点到反比例曲线的距离）.

在平面直角坐标系 xOy 中，点 (a, a) 到曲线 y =
1

x
上的点的距离最小值为

√
10，其中

a > 0。求 a 的值。

解.
设曲线上一点

(
x, 1

x

)
（x > 0，因为 (a, a) 在第一象限，最近点必在 x > 0 分支上）。距

离平方

d2 = (x− a)2 +
(
1
x − a

)2
= x2 + 1

x2 + 2a2 − 2ax− 2a
x .

关键的消次：把 x2 + 1
x2 与 x+ 1

x 放到一起看：

d2 =
(
x2 + 1

x2 + 2
)︸ ︷︷ ︸

=(x+1/x)2

−2− 2a
(
x+ 1

x

)
+ 2a2 =

(
x+ 1

x

)2 − 2a
(
x+ 1

x

)
+ 2a2 − 2.

10



CHAPTER 3. 消次处理 11

换元：令 t = x+ 1
x。由均值不等式，x > 0 时 t ≥ 2。则

d2 = t2 − 2at+ 2a2 − 2 = (t− a)2 + a2 − 2, t ≥ 2.

二次函数分析：开口向上，对称轴 t = a。

• 情形 I：a ≥ 2。对称轴落在可行域内，d2 在 t = a 取最小值 a2 − 2。令 a2 − 2 = 10，

得 a = 2
√
3（满足 a ≥ 2）。✓

• 情形 II：0 < a < 2。对称轴在可行域左侧，d2 在 t = 2 取最小值 (2− a)2 + a2 − 2 =

2a2 − 4a + 2。令 2a2 − 4a + 2 = 10 ⇒ a2 − 2a − 4 = 0 ⇒ a = 1 ±
√
5。但 a > 0 且

a < 2：1−
√
5 < 0（舍），1 +

√
5 ≈ 3.24 > 2（不满足 a < 2，舍）。

综上，a = 2
√
3。

t

d2

t = 2 t = a

谷底 a2 − 2

可行域: t ≥ 2

3.2 基本不等式

基本不等式的” 一正、二定、三相等”

基本不等式 x+ y ≥ 2
√
xy（x, y > 0）的三大使用条件：

1. 一正：x, y 都要是正数；

2. 二定：乘积 xy 要是常数（0 次），否则和 x+ y 的下界会随变量漂移；

3. 三相等：取等条件 x = y 要能在定义域内达成。

” 二定” 这一步常被忽略——它要求求和项乘起来的次数为 0。因此若乘积里仍含变
量，需要借助已知条件配凑升次 / 降次，让总次数归零。

例（条件下的升次配凑）.

已知 a+ 2b = 1，求
a2 + 4b

ab
的最小值（a > 0，b > 0）。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 3. 消次处理 12

解.
先化简：

a2 + 4b

ab
=

a

b
+

4

a
.

两项乘起来
a

b
· 4
a
=

4

b
含变量 b，不是常数——直接用基本不等式失败。

升次：利用条件 a+ 2b = 1 把
4

a
升一次：

4

a
=

4 · 1
a

=
4(a+ 2b)

a
= 4 +

8b

a
.

则
a2 + 4b

ab
=

a

b
+ 4 +

8b

a
≥ 4 + 2

√
a

b
· 8b
a

= 4 + 2
√
8 = 4 + 4

√
2.

取等：
a

b
=

8b

a
⇐⇒ a2 = 8b2，结合 a+ 2b = 1 可解出满足 a, b > 0 的解，故等号可达。

最小值为 4 + 4
√
2。

注.

形如 x+
a

x
的式子使用基本不等式的注意事项：

1. 看 a 的正负：若 a > 0，则
a

x
与 x 同号即可用；若 a < 0，要先提出符号——会” 翻

带” 成反向不等式。

2. 看 x 的取值：a > 0 时，当且仅当 x = ±
√
a 时有最值（极值），但 x 不一定可以取

到 ±
√
a——如 x ∈ [

√
a+ 1,+∞) 或 x ∈ N+，此时需用单调性或离散比较确定最值。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 4

齐次化处理

” 齐次化” 是指把式子的各项次数调整到一致，从而能够进行统一的代换或约分。常见场景
有两类：三角函数”弦化切”（用 sin2 θ+cos2 θ = 1把常数”升次”到二次齐次）、以及几何中
椭圆 / 双曲线斜率乘积为定值（通过齐次化把直线方程代入二次曲线）。另外条件 p =常数

（如 2a+ b = 4）可以把”1” 构造出来——这就是所谓的”1 法”。

4.1 三角：弦化切（齐次化）

把三角式统一成关于 tan θ 的有理式

若已知 tan θ = k，欲求某三角式值，关键思路是把分子分母化成同次（齐次）：每一
项凑成 sina θ cosb θ 且 a+ b = 某定次数 n。此时分子分母同除 cosn θ，所有 sin θ 变

tan θ，cos θ 变 1，式子变为关于 tan θ 的有理函数。

若式中有常数（0 次项），用 sin2 θ + cos2 θ = 1 把它” 升次” 到需要的阶。

例（弦化切）.

已知 tan θ = −2，求
sin θ(1 + sin 2θ)

sin θ + cos θ 的值。

解.
展开 sin 2θ：

sin 2θ = 2 sin θ cos θ, 1 + sin 2θ = sin2 θ + cos2 θ + 2 sin θ cos θ = (sin θ + cos θ)2.

代入化简：

sin θ(1 + sin 2θ)

sin θ + cos θ =
sin θ · (sin θ + cos θ)2

sin θ + cos θ = sin θ(sin θ + cos θ) = sin2 θ + sin θ cos θ.

齐次化：此时式子已是关于 sin θ, cos θ 的 2 次齐次式。分子分母同除 cos2 θ（注：原

13



CHAPTER 4. 齐次化处理 14

式等于
sin2 θ + sin θ cos θ

1
，把分母的 1 当作 sin2 θ + cos2 θ）：

sin2 θ + sin θ cos θ =
sin2 θ + sin θ cos θ

sin2 θ + cos2 θ
=

tan2 θ + tan θ

tan2 θ + 1
.

代入 tan θ = −2：

=
4 + (−2)

4 + 1
=

2

5
.

注.

”弦化切”的诀窍是把所有项凑成相同次数。如果原式有 sin θ cos θ（2次）与 sin θ（1次）
混合，就必须先用 sin2 θ+ cos2 θ = 1 把 1 次项升到 2 次——否则分子分母次数不同，除
cosn θ 无法统一。

4.2 ”1 法”：把条件当成 1

”1 法” 的核心

若条件形如 p = 常数c（例如 2a + b = 4），要求某个分式的最值，可以把
c

c
= 1 当

作乘因子塞进原式——把条件” 升次” 拿进原式，使每一项都乘以 p

c
。这样原式变成

齐次分式，每项的次数平衡，再用基本不等式。

例（”1 法”）.

已知 a > 0，b > 0 且 2a+ b = 4，求
4

a
+

1

b
的最小值。

解.

”1” 的构造：由 2a+ b = 4 得
2a+ b

4
= 1。则

4

a
+

1

b
=

(
4

a
+

1

b

)
· 1 =

(
4

a
+

1

b

)
· 2a+ b

4
.

展开：

=
1

4

(
8a

a
+

4b

a
+

2a

b
+

b

b

)
=

1

4

(
8 + 1 +

4b

a
+

2a

b

)
=

9

4
+

1

4

(
4b

a
+

2a

b

)
.

基本不等式：
4b

a
+

2a

b
≥ 2

√
4b

a
· 2a
b

= 2
√
8 = 4

√
2.

故
4

a
+

1

b
≥ 9

4
+

1

4
· 4
√
2 =

9

4
+

√
2 =

9 + 4
√
2

4
.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 4. 齐次化处理 15

取等：
4b

a
=

2a

b
⇐⇒ a2 = 2b2 ⇐⇒ a =

√
2 b。结合 2a + b = 4 得 b =

4

2
√
2 + 1

（> 0），故等号可达。最小值为
9 + 4

√
2

4
。

注.

”1 法” 的本质是齐次化：原式 4

a
+

1

b
是 −1 次的（每项分母一次），条件 2a + b 是 +1

次的，乘起来是 0 次——而基本不等式要求的” 两项乘积为常数” 正是 0 次条件。这与

上一章” 二定” 的要求完全一致。

4.3 椭圆 / 双曲线中的齐次化

证明定直线 / 定斜率的齐次化套路

设圆锥曲线上一定点 P，过 P 的两条直线 PM、PN 分别交曲线于 M、N，已知

kPM + kPN = 0 或 kPM · kPN = k0 等关于斜率的对称条件。要证直线 MN 有某定

性质（如斜率为定值、过定点），常用齐次化：

1. 把原点平移到 P（即代换 x → x+ xP，y → y + yP），使 P 成为新原点。

2. 设直线 MN : mx+ ny = 1（这是绕原点的一般线，m,n 为参数；若 MN 不过原

点，这一形式可行）。

3. 把”1” 代入曲线方程，把曲线中的低次项都乘 (mx + ny) 升次——使得方程变为
齐次二次方程 Ax2 +Bxy + Cy2 = 0。

4. 两边同除 x2，变为关于
y

x
（即斜率）的二次方程，

y

x
的两根正是 kPM、kPN。由

韦达，两根和/积可用 m,n 表达。

例（椭圆的斜率对称条件）.

已知椭圆
x2

8
+

y2

2
= 1，P (2, 1) 是椭圆上一点。过 P 的两条直线 PM、PN 分别交椭圆

于 M、N，且斜率满足 kPM + kPN = 0。证明：直线 MN 的斜率为定值，并求之。

解.

第 1步：平移。令 x′ = x−2，y′ = y−1（使 P 为新原点）。椭圆方程
(x′ + 2)2

8
+
(y′ + 1)2

2
= 1

展开：
x′2 + 4x′ + 4

8
+

y′2 + 2y′ + 1

2
= 1,

化简得

x′2 + 4y′2 + 4x′ + 8y′ = 0.

（利用 P 在椭圆上，常数项抵消。）

第 2 步：设直线 MN : mx′ + ny′ = 1（假设 MN 不过 P，否则 M = N = P 不成

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 4. 齐次化处理 16

立）。关键一步——把 1 次项 4x′ + 8y′ 升次为 2 次，方法是乘以 (mx′ + ny′)：

x′2 + 4y′2 + (4x′ + 8y′)(mx′ + ny′) = 0.

展开：

x′2 + 4y′2 + 4mx′2 + (4n+ 8m)x′y′ + 8ny′2 = 0,

(1 + 4m)x′2 + (4n+ 8m)x′y′ + (4 + 8n)y′2 = 0.

第 3 步：除以 x′2（设 x′ ̸= 0，M、N 均不在 y 轴上）：

(4 + 8n)

(
y′

x′

)2

+ (4n+ 8m)

(
y′

x′

)
+ (1 + 4m) = 0.

方程的两根即 kPM、kPN（新坐标下斜率）。由韦达定理：

kPM + kPN = −4n+ 8m

4 + 8n
= 0 =⇒ 4n+ 8m = 0 =⇒ n = −2m.

第 4 步：回到 MN 斜率。 MN : mx′ + ny′ = 1，即 y′ =
1−mx′

n
=

1−mx′

−2m
。其

斜率（新、旧坐标下相同，因平移不变）：

kMN = −m

n
= − m

−2m
=

1

2
.

故 kMN =
1

2
为定值。

x

y

P (2, 1)

M

N

kMN = 1
2

注.

齐次化的关键观察：椭圆方程 x′2+4y′2+4x′+8y′ = 0中，x′2, y′2 是 2次齐次，4x′+8y′

是 1 次。直线方程 mx′ + ny′ = 1 正好” 乘上去就能把 1 次升为 2 次”，从而整个方程齐
次化为关于 x′, y′ 的 2 次齐次方程，两边除 x′2 后变为斜率 k = y′

x′ 的二次方程——这才
是整个技巧的精髓。

齐次化的前提是有定点 P：只有把原点移到定点后，直线 MN 的” 常数项” 才能被
选择性放到分母 1，从而实现齐次化。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 5

分式处理

分式的处理核心是” 把分子/分母拆成与另一方相关的部分”——让未知的分式化为” 常数
+ 简单分式”。常见手段有：分离常数、增减项凑分母、分子裂成分母相关的组合。本章以
两个经典场景展开：有理分式估阶、含参分式的不等式证明。

5.1 分离常数

分离常数的动机

对于形如
P (x)

Q(x)
的分式（degP ≥ degQ），通过多项式除法把它写成

P (x)

Q(x)
= R(x) +

r(x)

Q(x)
, deg r < degQ.

这样分子分母的次数差异被显式分离出来：R(x) 是主阶部分、余项
r(x)

Q(x)
是” 次要”

扰动，便于分析单调性、估算上下界。

例（分离常数估阶）.

已知 an =
3n2 − n− 2

2n2 + 2n
（n ∈ N+）。求证：an > n− 1 +

n∑
i=2

ln 2

i2 − 1
对所有 n ≥ 2 成立。

（提示：利用 ln(1 + x) < x（x > 0）。）

解.

第一步：分离常数。对 an 作多项式长除：分子 3n2 − n− 2 =
3

2
(2n2 + 2n)− 4n− 2，故

an =
3

2
+

−4n− 2

2n2 + 2n
=

3

2
− 4n+ 2

2n(n+ 1)
=

3

2
− 2n+ 1

n(n+ 1)
.

17



CHAPTER 5. 分式处理 18

进一步裂项：
2n+ 1

n(n+ 1)
=

1

n
+

1

n+ 1
，故

an =
3

2
− 1

n
− 1

n+ 1
.

第二步：化简右端的 ln 求和。

2

i2 − 1
=

2

(i− 1)(i+ 1)
=

1

i− 1
− 1

i+ 1
（裂项）.

这暗示
2

i2 − 1
可表示为相邻两项之差；但对数求和里这个裂项不直接消，需要另一思路

——用 ln(1 + x) < x 估计：

ln 2

i2 − 1
= ln

(
1 +

2− (i2 − 1)

i2 − 1

)
= ln

(
1− i2 − 3

i2 − 1

)
.

当 i ≥ 2 时
2

i2 − 1
≤ 2

3
< 1，即 ln 2

i2 − 1
< 0。因此所证 an > n− 1 +

∑
ln 2

i2 − 1
等价

于

an − (n− 1) >

n∑
i=2

ln 2

i2 − 1
.

第三步：左端。由第一步

an − (n− 1) =
3

2
− 1

n
− 1

n+ 1
− (n− 1) =

5

2
− n− 1

n
− 1

n+ 1
.

第四步：右端用 lnx < x− 1（即 ln(1 + y) < y，取 y = x− 1）。

n∑
i=2

ln 2

i2 − 1
<

n∑
i=2

(
2

i2 − 1
− 1

)
=

n∑
i=2

2

i2 − 1
− (n− 1).

而
∑n

i=2

2

i2 − 1
=
∑n

i=2

(
1

i− 1
− 1

i+ 1

)
= 1 +

1

2
− 1

n
− 1

n+ 1
=

3

2
− 1

n
− 1

n+ 1
（裂项

相消）。故

n∑
i=2

ln 2

i2 − 1
<

3

2
− 1

n
− 1

n+ 1
− (n− 1) =

5

2
− n− 1

n
− 1

n+ 1
= an − (n− 1).

即 an − (n− 1) >
∑n

i=2 ln 2

i2 − 1
，移项即得证。■

注.

本例综合了多种技巧：分式的分离常数 + 裂项 + 对数的放缩估计 (ln(1 + x) < x)。分
离常数一步把复杂有理式化为”3

2
+ 两个简单裂项分式”，为后续比较估算铺平了道路。

没有这一步，式子难以下手。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 5. 分式处理 19

5.2 增减项配凑

增减同一项使分子向分母靠拢

对于
f(n)

g(n)
，若 f(n) 与 g(n) 结构接近（如相同次数），常用” 加一项、减一项” 的技

巧：
f(n)

g(n)
=

g(n) + [f(n)− g(n)]

g(n)
= 1 +

f(n)− g(n)

g(n)
.

特别是在极限 / 估阶问题中，这把” 两个相近大量之比” 变成”1 加一个小量”，更容
易分析。

例（配凑出 1）.

设 n → ∞。求 n2 + 3n+ 1

n2 + 1
的极限。

解.
n2 + 3n+ 1

n2 + 1
=

(n2 + 1) + 3n

n2 + 1
= 1 +

3n

n2 + 1

n→∞−−−−→ 1 + 0 = 1.

（把 n2 + 1 配出来，剩下的
3n

n2 + 1
分母高一次，→ 0。）

注.

分式处理的通用原则：让式子更” 像” 已知的结构。

• 分离常数——把 degP ≥ degQ 的分式拆成整式 + 真分式；

• 增减项配凑——让分子出现 g(n)，得到 1 +
余项
g(n)

；

• 裂项——把分式拆成两个更简单分式之差（本章例 11）。

这三招的共同精神：把未知的分式改写为” 常数 + 简单分式” 的形式，方便分析。
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Chapter 6

数形结合法

许多代数式或不等式，直接按代数方式处理繁琐。但若识别出它的几何意义——如斜率、距
离、角度、向量夹角等——就能在坐标系里” 一眼看出” 最值/范围。本章按常见几何解释分
类整理。

6.1 识别” 斜率” 结构

y − y0
x− x0

型：斜率解释

形如
y − y0
x− x0

的式子（x0, y0 给定常数，(x, y) 在某曲线/区域上变动）可解释为点
(x, y) 与定点 (x0, y0) 连线的斜率。其取值范围 = 从定点出发、与目标曲线 / 区域
相切或相交的直线斜率范围。

例（斜率法求取值范围）.

设点 (x, y) 满足 (x− 2)2 + y2 = 1（以 (2, 0) 为圆心、半径 1 的圆），求
y

x
的取值范围。

解.

识别几何意义：
y

x
=

y − 0

x− 0
是点 (x, y) 与原点 O 连线的斜率。

作图：过 O 作圆 (x− 2)2 + y2 = 1 的切线。

• 圆心 C(2, 0)，半径 1。|OC| = 2，切线斜率为 ± tanα，其中 sinα =
1

2
，故 α = 30◦，

tanα =
1√
3
。

• 两条切线斜率 k = ± 1√
3
= ±

√
3

3
。

20



CHAPTER 6. 数形结合法 21

范围：两切线之间的” 夹角扇区” 内的斜率值都可达。即

y

x
∈

[
−
√
3

3
,

√
3

3

]
.

x

y

C(2, 0)O

k =
√

3
3

k = −
√

3
3

6.2 识别” 两点距离” 结构
√

(x− a)2 + (y − b)2：距离解释

表达式
√

(x− a)2 + (y − b)2 是点 (x, y) 到定点 (a, b) 的欧氏距离。若两点其一在曲
线上动、另一定点已知，最值等价于” 动点到定点的最近 / 最远距离”——连接圆心
/ 用对称 / 用距离公式即可。

例（距离法）.

点 (x, y) 在直线 x+ y = 4 上。求
√
x2 + y2 +

√
(x− 3)2 + (y − 1)2 的最小值。

解.
识别：

√
x2 + y2 =点 P (x, y)到 O(0, 0)的距离；

√
(x− 3)2 + (y − 1)2 =点 P 到 A(3, 1)

的距离。式子即 |PO|+ |PA|，P 在直线 x+ y = 4 上。

反射法：求”|PO|+ |PA| 之和的最小值”，当 O,A 在直线 x+ y = 4 的同侧时，关于
该直线反射 O（或 A）得 O′，则 |PO|+ |PA| = |PO′|+ |PA| ≥ |O′A|，等号当 P 在线

段 O′A 上时取。

检查同侧：代入 O(0, 0)：0 + 0− 4 = −4 < 0；代入 A(3, 1)：3 + 1− 4 = 0——A 在

直线上！则 |PA| 最小 = 0 当 P = A，此时 |PO| =
√
9 + 1 =

√
10。故最小值为

√
10。

（若 A 不在线上而在同侧，则需反射之。）
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6.3 识别” 点到直线距离” 结构

|ax+ by + c|√
a2 + b2

：点到直线距离

若式子可化为
|ax+ by + c|√

a2 + b2
形式，即点 (x, y) 到直线 ax+ by + c = 0 的距离。常见

于分子是绝对值、分母是固定正数根式的结构。

例（点线距）.

已知 x, y 满足 x2 + y2 ≤ 1，求
|x+ y − 2|√

2
的最大值。

解.

几何意义：
|x+ y − 2|√

2
= 点 (x, y) 到直线 x+ y − 2 = 0 的距离。(x, y) 限制在单位圆及

其内部。

距离最大点 = 单位圆上离直线最远的点。由直线 x+ y = 2 的法向量 (1, 1)，单位圆

上对应点为
(
−

√
2
2 ,−

√
2
2

)
（向法向反方向延伸到边界）。

最大距离 = 圆心到直线距离 + 半径

=
|0 + 0− 2|√

2
+ 1 =

√
2 + 1.

6.4 识别” 向量夹角” 结构

a⃗ · b⃗
|⃗a| |⃗b|

：余弦定理

若式子化为
a⃗ · b⃗

|⃗a| · |⃗b|
（两向量夹角的余弦），则可借助 cos θ ∈ [−1, 1] 限定范围。也可

反向用——看到 cos 结构去构造向量。

例（向量法）.

已知 a, b ∈ R，a2 + b2 = 4。求 3a+ 4b 的范围。

解.
构造向量：令 u⃗ = (a, b)，v⃗ = (3, 4)。则 |u⃗| = 2，|v⃗| = 5，u⃗ · v⃗ = 3a+4b。由柯西不等式

(= 向量点积公式)：
|u⃗ · v⃗| ≤ |u⃗| · |v⃗| = 10.
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故 3a+ 4b ∈ [−10, 10]。

（等号取在 u⃗ 与 v⃗ 共线时。）

6.5 识别” 抛物线焦半径” 结构

抛物线的定义式：|PF | = 到准线的距离

抛物线 y2 = 2px（p > 0）上点 P 满足

|PF | = xP +
p

2
（焦点 F (p2 , 0)，准线 x = −p

2）.

这使得许多”到焦点距离”问题可以转化为”到准线距离”——而准线是直线，容易处
理。

例（抛物线焦半径）.

设 P 在抛物线 y2 = 4x 上，A(3, 2) 为定点。求 |PA|+ |PF | 的最小值（F 为焦点）。

解.
y2 = 4x：2p = 4 ⇒ p = 2，焦点 F (1, 0)，准线 x = −1。由抛物线定义，|PF | = xP + 1。

设 P 到准线距离 = d(P )，则 |PF | = d(P )。于是

|PA|+ |PF | = |PA|+ d(P ).

这是”P 到定点 A 和 P 到准线距离之和”——当 P,A 在准线同侧（此处都在 x > −1 一

侧），|PA|+ d(P ) 最小 = A 到准线的距离：

d(A) = 3− (−1) = 4.

等号在 P 为 A 向准线作垂线与抛物线的交点时取到（需验证 A 不在抛物线内）。

验 A(3, 2)：y2 = 4，4x = 12，4 < 12 说明 A 在抛物线右侧（外部）。故 P 可取 A 向

准线作水平垂线与抛物线的交点，最小值 = 4。

x

y准线

F (1, 0)

A(3, 2)P

水平距 4

注.
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” 数形结合” 的诊断思路：

1. 看到 y − y0
x− x0

→ 斜率；

2. 看到
√
(x− a)2 + (y − b)2 → 两点距；

3. 看到 |ax+ by + c| / 根式 → 点到直线距；

4. 看到 ac+ bd√
a2 + b2

√
c2 + d2

→ 向量夹角余弦；

5. 看到焦点、抛物线 → 焦半径 = 到准线距；椭圆、双曲线定义。

” 识别几何量是哪个” 是第一步，第二步才是画图 / 作切 / 反射 / 构造。
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Chapter 7

关联几何性质

当题目给出的约束本身有几何背景（如椭圆定义、圆周角、三角不等式等），与其一味代数

推导，不如直接调用几何性质——几何性质本身就是一组经过验证的定理，能一步跨过繁琐
代数。

7.1 三角不等式

三角不等式

对任意三点 A,B,C：

||AB| − |AC|| ≤ |BC| ≤ |AB|+ |AC|.

|BC| 的最大值 = |AB|+ |AC|，取等当 A 在 BC 的延长线上（B,A,C 共线，A 在

中间或两端）；|BC| 的最小值 = ||AB| − |AC||，取等当 A 在线段 BC 上或其延长线

上。

例（三角不等式）.

设 P 为定点 A(1, 0) 与 B(−1, 0) 之外一动点，满足 |PA| + |PB| = 4（椭圆定义）。求

|PA| − |PB| 的范围。

解.
由椭圆定义，P 在以 A,B 为焦点、长轴长 4 的椭圆上。|PA|+ |PB| = 4。

三角不等式：||PA| − |PB|| ≤ |AB| = 2，即 −2 ≤ |PA| − |PB| ≤ 2。但 P 不在 AB

延长线上（否则 P 在椭圆与 x 轴交点处），即等号可达当 P 为椭圆与 x 轴的左右顶点

时。

故 |PA| − |PB| ∈ [−2, 2]（含等号）。
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7.2 圆锥曲线定义的转化

椭圆 / 双曲线的第一定义

椭圆：|PF1|+ |PF2| = 2a（定值，2a > |F1F2|）。
双曲线：||PF1| − |PF2|| = 2a（定值，2a < |F1F2|）。
若题目里出现两个距离之和 / 之差，第一反应应是” 它是不是椭圆 / 双曲线的定义？
”

例（椭圆定义转化）.

设 F 为抛物线 y2 = 8x 的焦点，A(4, 3) 为定点。求抛物线上点 P 到 A、F 的距离之和

|PA|+ |PF | 的最小值。

解.
y2 = 8x：2p = 8 ⇒ p = 4，焦点 F (2, 0)，准线 x = −2。

用抛物线第二定义：|PF | = xP + 2 = P 到准线的水平距离 d(P )。

|PA|+ |PF | = |PA|+ d(P )。若 A 在抛物线外（即 y2A > 8xA？代入：9 < 32，不成

立，A 在抛物线内），则...
实际检查：A(4, 3) 代入抛物线方程 y2 − 8x = 9− 32 = −23 < 0，按抛物线 y2 = 8x

的几何意义，A 在抛物线内侧（凹侧）。此时 |PA|+ d(P ) 的最小 不再是 A 到准线距离

（因为从 A 向准线做垂线与抛物线的交点在 A 的另一侧）。需重新分析。

实际上，若 A 在抛物线内侧（焦点同侧），连接 AF 并延长到准线，最小值 = |AF |
=
√

(4− 2)2 + 32 =
√
13。等号在 P 为 AF 与抛物线的交点时取。

最小值 =
√
13。

7.3 圆周角定理

圆周角定理

同弧所对的圆周角相等，都等于圆心角的一半。一个重要衍生：

• 若点 P 看定线段 AB 的张角 ∠APB = θ 为定值，则 P 的轨迹是以 AB 为弦、θ

为圆周角的圆弧。

• 张角越大，对应弧的半径越小（直径是最大张角 90◦ 时的圆）。

例（圆周角定轨迹）.

定线段 AB，|AB| = 4。动点 P 满足 ∠APB = 60◦。求 |PA|+ |PB| 的最大值。

解.
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轨迹识别：由圆周角定理，P 的轨迹是弧
⌢

AB，以 AB 为弦，圆心角 = 2∠APB = 120◦。

设圆半径 R，由正弦定理
|AB|

sin 60◦
= 2R ⇒ R =

4

2 ·
√
3
2

=
4√
3
=

4
√
3

3
。

|PA|+ |PB| 的最大：当 P 在弧的中点（等腰位置），|PA| = |PB|。由余弦定理

|AB|2 = |PA|2 + |PB|2 − 2|PA||PB| cos 60◦ = 2|PA|2 − |PA|2 = |PA|2.

解得 |PA| = |AB| = 4。故 |PA|+ |PB| = 8。

更通用：设 |PA| = m，|PB| = n。m2+n2−mn = 16。由 AM-GM：(m+n)2 = m2+

2mn+n2 = 16+3mn。且mn ≤
(
m+ n

2

)2

（AM-GM），代回：(m+n)2 ≤ 16+
3(m+ n)2

4
，

(m+ n)2

4
≤ 16，m+ n ≤ 8。故最大值 = 8。

AB

P

O

60◦

7.4 构造三角形

几何构造法

当一个代数表达式中出现几个距离（或与距离成比例的量）时，可以尝试把这些距离
安排到一个三角形的三条边上，然后用三角不等式 / 余弦定理 / 海伦公式等几何关
系做约束。

例（构造三角形）.

设 a, b > 0，a+ b = 4，求
√
a2 + 1 +

√
b2 + 4 的最小值。

解.
识别：

√
a2 + 1 像是一条直角边为 a 和 1 的直角三角形的斜边；

√
b2 + 4 像是直角边为

b, 2 的斜边。

几何布置：如图，把这两条斜边接在一起——构造折线。设 P = (0, 0)，Q = (a, 1)，

R = (a+ b, 1 + 2) = (4, 3)。则

|PQ| =
√
a2 + 1, |QR| =

√
b2 + 22 =

√
b2 + 4.
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CHAPTER 7. 关联几何性质 29

故所求 = |PQ| + |QR|。由三角不等式，|PQ| + |QR| ≥ |PR| =
√
42 + 32 = 5。等号当

P,Q,R 共线（即折线拉直）时取——此时
1

a
=

3

4
即 a =

4

3
，b =

8

3
，满足 a, b > 0。

最小值 = 5。

x

y

|PR| = 5

P

Q

R

√
a2 + 1

√
b2 + 4

7.5 圆内接三角形

圆内接三角形的最大面积

一个圆内接三角形的面积，当三角形为等边三角形时最大。这是因为固定外接圆半径

R 时，面积 S =
abc

4R
，由 AM-GM 与正弦定理，等边 ⇐⇒ 三边最” 对称” 时 abc 最

大。

例（圆内接三角形）.

设 A,B,C 为单位圆上三点。求 △ABC 的面积最大值。

解.
由外接圆半径 R = 1，三内角 α, β, γ（α+ β + γ = π）。由正弦定理，三边

a = 2 sinα, b = 2 sinβ, c = 2 sin γ.

面积 S =
abc

4R
=

8 sinα sinβ sin γ

4
= 2 sinα sinβ sin γ。

用 AM-GM + 凹凸性：ln sinx 在 (0, π) 上凹，由 Jensen

sinα sinβ sin γ ≤
(

sin α+ β + γ

3

)3

= sin3 π

3
=

(√
3

2

)3

=
3
√
3

8
.

故 S ≤ 2 · 3
√
3

8
=

3
√
3

4
。等号在 α = β = γ =

π

3
（等边）时取。

最大面积 =
3
√
3

4
。

注.
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” 关联几何性质” 的本质：把代数式的结构识别为几何量（距离、角、面积、轨迹），然后
调用对应几何定理。这一招的门槛不是代数技巧，而是几何直观——需要脑海里有” 距
离和 → 椭圆”、” 距离差 → 双曲线”、” 张角 → 圆周角 → 轨迹圆”、” 两距离之和最小
→ 反射法 / 三角不等式” 这样的 条件反射。
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Chapter 8

分离参数法

” 分离参数” 指的是把参数 a 从主变量 x 中剥离出来，把不等式 / 方程 / 恒成立问题改写
成”a ≥ g(x)” 或”a = g(x)” 的形式。然后问题转为”g(x) 的最值 / 值域”——通常比原问题
更直接。

8.1 分离参数的基本操作

分离参数的流程

设问题为” 当 x 属于某范围时，某不等式关于 a 恒成立”。分离参数步骤：

1. 把 a 与 x 代数分离，改写为 a ≥ h(x) 或 a ≤ h(x)（取决于不等式方向）。注意不
等式方向是否翻转——若两端同除某个可能为负的式子，方向翻转。

2. 求 h(x) 在 x 范围内的最值：

• a ≥ h(x) 恒成立 ⇐⇒ a ≥ maxh(x)；

• a ≤ h(x) 恒成立 ⇐⇒ a ≤ minh(x)。

例（分离参数求范围）.

若 ∀x ∈ [1, 2]，不等式 x2 − 2ax+ 3 ≥ 0 恒成立。求 a 的取值范围。

解.
分离参数：x ∈ [1, 2] 时 x > 0，由 x2 − 2ax + 3 ≥ 0 ⇐⇒ 2ax ≤ x2 + 3 ⇐⇒ a ≤
x2 + 3

2x
=

x

2
+

3

2x
。

求右端最小：h(x) =
x

2
+

3

2x
，x ∈ [1, 2]。

h′(x) =
1

2
− 3

2x2
=

x2 − 3

2x2
.

h′(x) = 0 ⇐⇒ x =
√
3 ≈ 1.73 ∈ [1, 2]，且 h′ 在 x <

√
3 时 < 0（减），x >

√
3 时 > 0
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（增）。故最小值在 x =
√
3：

h(
√
3) =

√
3

2
+

3

2
√
3
=

√
3

2
+

√
3

2
=

√
3.

结论：a ≤
√
3。

（” 恒成立” 要求 a 小于等于所有 x 的 h(x)，即 a ≤ minx h(x) =
√
3。）

x

h(x)

1 2
√
3

谷底
√
3

注.

分离参数的核心优势：把” 关于 a 的恒成立” 转为” 关于 x 的最值”。后者可用导数、换
元、基本不等式等熟悉工具处理。

什么时候不能分离：若不等式中 a 与 x 交织（如 ln(ax) + ex/a），强行分离会造成式

子更复杂——此时应用其他手段（主元法、构造函数 f(a, x)）。

特殊陷阱：若分离时两端同除含 x 的式子 g(x)，需讨论 g(x) > 0 或 < 0（方向翻转）、

= 0（特殊点）。
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Chapter 9

分离函数法

与”分离参数”类似，”分离函数”是把一个复杂方程 /不等式拆成两个函数的图象关系——
最常见是 f(x) = a 型（动直线 y = a 与 y = f(x) 的交点个数），或 f(x) = g(x) 型（两条

曲线的交点）。然后通过图象判断解的存在性、个数、范围。

9.1 动直线与曲线的交点

f(x) = a 的解 = y = a 与 y = f(x) 的公共点

把方程 f(x) = a（a 为参数）重新解读为：横坐标 x 使 y = a（水平线）与 y = f(x)

曲线的交点横坐标。于是：

• 作出 y = f(x) 的图象（重点：极值、渐近线、零点）；

• 动水平线 y = a 在不同 a 下，数交点个数。

这把方程解的个数问题转化为图象直观判断——再也不用算判别式。

例（动直线法）.

设 f(x) = x3 − 3x，x ∈ R。讨论方程 f(x) = a 的实数解的个数（随 a 变化）。

解.
第一步：画 y = f(x) 的大致图象。

f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x− 1)(x+ 1)。f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = ±1。

• x = −1：f(−1) = −1 + 3 = 2（极大值）；

• x = 1：f(1) = 1− 3 = −2（极小值）；

• x → ±∞：f → ±∞。

第二步：动水平线 y = a 交点数。

• a > 2：只与右侧”↗” 部分交 1 次；解 1 个。
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• a = 2：在 x = −1 相切 + 右侧 1 交点；解 2 个（一个为重根）。

• −2 < a < 2：穿过” 凸 + 凹” 三段，共 3 个交点。

• a = −2：在 x = 1 相切 + 左侧 1 交点；解 2 个。

• a < −2：只与左侧”↘ 后 ↗” 最右升段交 1 次；解 1 个。

汇总：

• |a| > 2：1 个解；

• |a| = 2：2 个解；

• |a| < 2：3 个解。

x

y

(−1, 2)

(1,−2)

y = 2

y = −2

|a| < 2 (3 解)

9.2 变开口函数

含参的开口 / 斜率变化的函数

若函数 y = f(x; a)的斜率 /开口 /偏移量随 a变化（如 y = ax+b、y = ax2+bx+c），

把它想象为” 绕某一点旋转 / 开口变化的图象”。交点位置、极值位置也随之变化
——通过画出不同 a 下的” 函数族”，可以判断某些性质何时成立。

例（变斜率）.

若 ∀x ∈ [0, 1]，ax− x3 ≥ 0 恒成立，求 a 的取值范围。

解.
情形 1： x = 0 时，a · 0− 0 = 0 ≥ 0，无约束。

情形 2： x ∈ (0, 1]，不等式 ax ≥ x3 ⇐⇒ a ≥ x2（除以正数 x 不变向）。

右端 x2 在 (0, 1] 上的最大值为 1（在 x = 1 处），故 a ≥ 1。

图象直观：把原不等式 ax ≥ x3 看作直线 y = ax 与曲线 y = x3 的关系。在 [0, 1] 上

直线在曲线上方 / 重合 ⇐⇒ 直线在 (1, 1) 处的斜率 a ≥ 曲线在 (1, 1) 处的割线斜率
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1− 0

1− 0
= 1。故 a ≥ 1。

x

y

y = x (a = 1)

a < 1 (不满足)

y = x3

(1, 1)

注.

分离函数与分离参数的关系：

• 分离参数：代数上把 a 孤立 → 求 h(x) 的最值；

• 分离函数：几何上把方程视为两图象的交点 → 看图象的相对位置。

它们本质上是同一件事——分离参数是代数视角，分离函数是几何视角。若不易代数分
离，就用函数的图象关系；若代数分离自然，就用导数 / 基本不等式求极值。两者互为
补充。

分离函数的适用场景：

1. 参数与主变量交织，代数分离困难；

2. 函数的图象（极值、零点、渐近线）容易刻画；

3. 讨论的是解的个数（而非解的具体值）。
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大小比较
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Chapter 10

引入中介数字

当两个数 A 和 B 不易直接比较时，引入一个” 中介数字” C——它介于 A,B 之间，且与

两者分别容易比较。如果能证明 A > C 和 C > B，就得到 A > B（以及反向）。这一思想

在指对数、阶乘、不同底幂的大小比较中尤为有效。

10.1 中介数字的选择

什么样的中介数字好用

引入 C 要同时满足两个条件：

1. A 与 C 之间有直接可算的大小关系（如同底、同指、或可代入特殊函数求值）；

2. C 与 B 之间同样有直接可算的大小关系。

常见选择：

• ” 整数界”：比较 a, b 时，考察是否都在某整数两侧（如 a < 1 < b 是一等奇招）；

• ” 对数基准”：比较底不同的指数（或指数不同的幂），引入 ln；

• ” 常见函数值”：sinx 与 x 比较时引入 tanx；指数比较时引入 e。

例（中介数字 1）.

比较 a = log3 2，b = log2 3 的大小。

解.
用中介数字 1：

• a = log3 2：底 3 > 1，真数 2 < 3，故 log3 2 < log3 3 = 1，即 a < 1。

• b = log2 3：底 2 > 1，真数 3 > 2，故 log2 3 > log2 2 = 1，即 b > 1。

故 a < 1 < b ⇒ a < b。
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例（中介数字——对数基准）.

比较 a = log2 3 与 b = log3 5 的大小。

解.

尝试
3

2
作中介：

• a = log2 3 vs 3

2
：等价于比较 3 与 23/2 = 2

√
2 ≈ 2.83。3 > 2

√
2 ⇒ a >

3

2
。

• b = log3 5 vs 3

2
：等价于比较 5 与 33/2 = 3

√
3 ≈ 5.196。5 < 3

√
3 ⇒ b <

3

2
。

故 b <
3

2
< a ⇒ b < a，即 log3 5 < log2 3。

注.

选择中介数字的诊断：

1. 先看是否有” 整数界”：如两数分居 0, 1, 1
2 两侧（这是最简单的）。

2. 看是否有” 同底” 可凑：比如 loga b vs logc d，中介可以是 loga d（同底 a），或 logc b
（同底 c）；

3. 看” 估值” 的可行性：中介数字必须能与两边都用初等变形直接比，否则就是” 多此
一举”。

本章方法看起来简单，但对估值直觉有要求——选对中介一步到位；选错则陷入死循
环。积累常见数值的” 估值感”（

√
2 ≈ 1.414，

√
3 ≈ 1.732，ln 2 ≈ 0.693，e ≈ 2.718）是

基本功。
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Chapter 11

放缩

” 放缩” 是证明不等式的灵魂。核心思路：把每一项换成一个” 已知易处理” 的上界或下界，
使整体不等式的证明变得可行。放缩的难点在于” 松紧度”——放太松得不到所需不等式，
放太紧又难以找到合适形式。

11.1 放缩的两大方向

放大和缩小

要证
∑

ai ≤ M：

• 放大每一项：寻找 bi ≥ ai 使得
∑

bi ≤ M 易证。
∑

ai ≤
∑

bi ≤ M。

要证
∑

ai ≥ m：

• 缩小每一项：寻找 ci ≤ ai 使得
∑

ci ≥ m 易证。
∑

ai ≥
∑

ci ≥ m。

” 松紧度” 的判断：如果放缩后的界与原式相差太大（比如”ai ≤ 2ai” 这种放得太松
的放缩），可能破坏不等式——要证

∑
ai ≤ 1，放到

∑
2ai ≤ 2 就没用了。

例（三角绑性：放缩法）.

求证：对 n ≥ 2，
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
< 1.

解.

放缩策略：直接算
∑ 1

k2
无闭式，需放大每一项使之变成可裂项的形式。

1

k2
<

1

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

k
(k ≥ 2).

（放大：因 k2 > k(k − 1)，故
1

k2
<

1

k(k − 1)
；后者是裂项式。）
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累加：

n∑
k=2

1

k2
<

n∑
k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)
= 1− 1

n
< 1.

得证。■

注.

放缩题的” 工具箱”：

• 基本不等式：a+ b ≥ 2
√
ab、

√
ab ≤ a+ b

2
；

• 裂项式放缩： 1

k2
<

1

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

k
、

1

k2
>

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
；

• 等比放缩：2k ≥ k + 1、(1 + x)n ≥ 1 + nx（伯努利不等式）；

• 对数放缩：ln(1 + x) < x（x > 0）、ln(1 + x) ≥ x

1 + x
、ex ≥ 1 + x；

• 三角放缩：sinx < x < tanx（0 < x <
π

2
）。

放缩题的三步思维：

1. 观察要证的上（下）界的” 形状”：是 1 这种简单整数？还是含 ln、根式的形式？

2. 倒推：上（下）界是” 裂项累加” 还是” 等比求和” 的结果？

3. 根据推测的” 累加骨架”，为每一项寻找合适的放缩上界 / 下界。

本章的大原则：放缩要” 松紧得当、形式可算”。放得” 刚好裂成可消项”是理想情形——
这也是裂项放缩在高中考试里最常见的原因。
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