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Chapter 1

一元二次不等式（不含参）

一元二次不等式形如 ax2 + bx+ c > 0（或 ≥, <,≤），a ̸= 0。本章目标：掌握” 看二次函数
图像 → 读不等式解集” 这一核心方法——代数问题转化为对抛物线开口、判别式、根位置
的几何判断。

1.1 二次函数的三种表达式

二次函数的三种等价表达

同一条抛物线可以用以下三种形式描述，每种突出不同的几何信息：

• 一般式 y = ax2 + bx+ c（a ̸= 0）——突出系数 a, b, c；

• 顶点式 y = a(x− h)2 + k——突出顶点 (h, k)；

• 两根式（因式式） y = a(x− x1)(x− x2)——突出与 x 轴的交点 x1, x2。

三种式子可以相互转换：

• 一般式 → 顶点式：配方，h = − b

2a
，k = c− b2

4a
；

• 一般式 → 两根式：解方程 ax2 + bx+ c = 0，需判别式 ∆ = b2 − 4ac ≥ 0 才有实

根；

• 两根式 → 一般式：直接展开。

判别式与根的情形

对 ax2 + bx+ c = 0（a ̸= 0），记 ∆ = b2 − 4ac：

• ∆ > 0：两不等实根 x1,2 =
−b±

√
∆

2a
，抛物线与 x 轴交于两点；

• ∆ = 0：两相等实根（重根） x = − b

2a
，抛物线与 x 轴相切；

• ∆ < 0：无实根，抛物线与 x 轴不相交。
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1.2 解一元二次不等式的图像法

三步诊断：

1. 看开口：a > 0 向上、a < 0 向下；

2. 算 ∆：决定抛物线与 x 轴有几个交点；

3. 读图象：ax2 + bx+ c > 0 ⇐⇒ 图象在 x 轴上方——” 取上”；< 0 ⇐⇒ 图象在 x 轴下

方——” 取下”。

例（∆ < 0 的情形）.

解不等式 x2 − x+ 12 > 0。

解.
a = 1 > 0（开口向上），∆ = (−1)2 − 4 · 1 · 12 = 1− 48 = −47 < 0——无实根。
抛物线开口向上、且始终在 x 轴上方——y 恒正。故不等式 y > 0 对一切 x ∈ R 成

立。

解集：R = (−∞,+∞)。

x

y

y = x2 − x+ 12

恒在 x 轴上方

例（两根式直接读解）.

解不等式 (x+ 4)(x− 3) > 0。

解.
左边已是两根式——两根 x1 = −4, x2 = 3，a = 1 > 0（展开后 x2 + x− 12，系数为正）。

开口向上、两根为 −4, 3：图象在 x 轴上方 ⇐⇒ x < −4 或 x > 3。

解集：(−∞,−4) ∪ (3,+∞)。

口诀：” 大于取两边、小于取中间”（针对开口向上的情形）。
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例（∆ = 0 的情形）.

解不等式 (x− 7)2 > 0。

解.
(x− 7)2 ≥ 0 恒成立，且 = 0 ⇐⇒ x = 7。故 (x− 7)2 > 0 ⇐⇒ x ̸= 7。

解集：{x | x ̸= 7} = (−∞, 7) ∪ (7,+∞)。

从抛物线视角：y = (x− 7)2 开口向上、与 x 轴相切于 x = 7——除切点外 y > 0。

注.

九种组合一览表——按 a 正负与 ∆ 三档交叉：

∆ > 0 (两根 x1 < x2) ∆ = 0 (重根 x0) ∆ < 0

a > 0，y > 0 x < x1 或 x > x2 x ̸= x0 R

a > 0，y < 0 x1 < x < x2 ∅ ∅

a > 0，y ≥ 0 x ≤ x1 或 x ≥ x2 R R

a < 0 时把不等式两侧同乘 −1（注意方向翻转）转化为 a > 0 再查表。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Part II

高次不等式

6



Chapter 2

高次不等式的穿根法

当不等式形如 f(x) = a(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn) > 0（或 < 0）时，穿根法（也叫符号
法、数轴标根法）能在一个数轴上快速读出解集——比逐段讨论要省力得多。

2.1 二次不等式的因式分解

例（首项系数非 1 的情形）.

解不等式 12x2 + x− 1 > 0。

解.
方法一：直接因式分解。对 12x2 + x− 1，寻找两个整数 p, q 使 pq = 12 · (−1) = −12 且

p+ q = 1——得 p = 4, q = −3：

12x2 + x− 1 = 12x2 + 4x− 3x− 1 = 4x(3x+ 1)− (3x+ 1) = (3x+ 1)(4x− 1).

两根 x1 = − 1
3 , x2 = 1

4，a = 12 > 0。” 大于取两边”：

解集 =
(
−∞,− 1

3

)
∪
(
1
4 ,+∞

)
.

方法二：系数逆写 / 换元法。令 t = 1
x（x ̸= 0），则

12x2 + x− 1 > 0 ⇐⇒ 12

t2
+

1

t
− 1 > 0 ⇐⇒ 12 + t− t2

t2
> 0.

t2 > 0（只要 t ̸= 0）故等价于 −t2+ t+12 > 0 ⇐⇒ t2− t−12 < 0 ⇐⇒ (t−4)(t+3) <

0 ⇐⇒ −3 < t < 4。回代 t = 1/x：

• 若 x > 0： 1
x < 4 ⇐⇒ x > 1

4；

• 若 x < 0： 1
x > −3 ⇐⇒ −3x < 1 ⇐⇒ x > − 1

3，合并得 − 1
3 < x < 0；结合 x < 0

得 x < − 1
3 的补集——要再小心反向处理。

（这里直接因式分解显然更快。）
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注.

系数逆写法的思想：把大系数” 换 t = 1/x ” 变成小系数。适用场合：

• 首项系数绝对值很大、常数项绝对值较小；

• 两根式形式 (ax+ b)(cx+ d) 难直接看出的情形。

但若能直接十字相乘就不必绕——方法二只是思想拓展，实际解题以方法一为主。

2.2 穿根法

穿根法（数轴标根法）

设 f(x) = a(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)，x1 < x2 < · · · < xn（所有根都化为 x− xi

的形式，即每个因式的 x 系数为正）。则：

1. 将 x1, x2, . . . , xn 由小到大标在数轴上；

2. 从最右侧开始：a > 0 则从右上方穿入，a < 0 则从右下方穿入；

3. 奇次重根穿过、偶次重根不穿过（到根处反弹回去）；

4. 图象在 x 轴上方 ⇐⇒ f(x) > 0、下方 ⇐⇒ f(x) < 0——按需读解集。

x
x1 x2 x3 x4

a > 0: 从右上穿入，左右交替

例（三个单根）.

解不等式 (x− 2)(x− 3)(x− 5) > 0。

解.
三个单根 2, 3, 5，首项系数 1 > 0（展开后 x3 系数）。从右上穿入、奇穿：

x
2 3 5

曲线在 x 轴上方的区间：(2, 3) 与 (5,+∞)。

解集：(2, 3) ∪ (5,+∞)。

例（含偶次重根）.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.
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解不等式 (x− 2)2(x− 5) > 0。

解.
根 x = 2（二重，偶次不穿）、x = 5（单根）。首项系数 1 > 0：

x
2 5

x = 2 处” 反弹”（不穿过）——两侧同号（均在 x 轴下方）。

曲线在 x 轴上方的区间：(5,+∞)。注意 x = 2 时 y = 0 不满足严格不等式。
解集：(5,+∞)。

例（首项系数为负）.

解不等式 (1− x)(x− 3)(x− 7) > 0。

解.
先统一每个因式 x 的系数为正：(1− x) = −(x− 1)，故

(1− x)(x− 3)(x− 7) = −(x− 1)(x− 3)(x− 7).

等价于 (x− 1)(x− 3)(x− 7) < 0。三个单根 1, 3, 7，首项系数 1 > 0：

x
1 3 7

曲线在 x 轴下方的区间：(−∞, 1) 与 (3, 7)。

解集：(−∞, 1) ∪ (3, 7)。

注.

穿根法使用前的预处理三件事：

1. 移项：不等式一侧化为 0；

2. 因式分解：把多项式写成 a(x− x1)
m1(x− x2)

m2 · · · 的标准形式——每个因式 x 的系

数为 +1，否则需把负号提出来翻转不等号方向；

3. 判 a 正负：决定从右上还是右下穿入（a > 0 右上、a < 0 右下）。

奇穿偶不穿口诀：重根次数为奇 → 曲线穿过 x 轴；为偶 → 曲线切到 x 轴后弹回去
（两侧同号）。这条是穿根法的灵魂——因为因式 (x− x0)

k 在 x0 左右的符号取决于 k 的

奇偶。
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Chapter 3

分式不等式

分式不等式含未知数于分母。核心思路：转化成多项式不等式——但要留神两件事：

1. 分母 ̸= 0（禁止取值）；

2. 不能直接” 两边乘分母”——因为分母正负未知，乘了之后不等号方向不定。

正确的变形是利用同号 / 异号：f

g
> 0 ⇐⇒ fg > 0（且 g ̸= 0），

f

g
< 0 ⇐⇒ fg < 0。

3.1 分式不等式 → 多项式不等式

分式不等式的等价变形

对 g(x) ̸= 0：

• f(x)

g(x)
> 0 ⇐⇒ f(x)g(x) > 0；

• f(x)

g(x)
< 0 ⇐⇒ f(x)g(x) < 0；

• f(x)

g(x)
≥ 0 ⇐⇒ f(x)g(x) ≥ 0 且 g(x) ̸= 0；

• f(x)

g(x)
≤ 0 ⇐⇒ f(x)g(x) ≤ 0 且 g(x) ̸= 0。

含等号时必须额外排除 g = 0——否则得 0
0 或

̸=0
0 ，无意义。

例（严格不等式）.

解不等式
x− 1

x+ 1
< 0。

解.
等价于 (x − 1)(x + 1) < 0 且 x + 1 ̸= 0（严格不等式自动包含 x + 1 ̸= 0，因为

(x+ 1)(x− 1) < 0 ⇒ x+ 1 ̸= 0）。
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(x+ 1)(x− 1) < 0：两根 −1, 1，开口向上，” 小于取中间”——−1 < x < 1。

解集：(−1, 1)。

例（含等号）.

解不等式
x+ 3

x− 2
≤ 0。

解.
等价于 (x+ 3)(x− 2) ≤ 0 且 x− 2 ̸= 0。

(x+ 3)(x− 2) ≤ 0：两根 −3, 2，” 小于等于取中间”——−3 ≤ x ≤ 2。再去掉 x = 2：

解集：[−3, 2)。

关键：等号那一侧只对分子为零成立（x = −3 时分子 0，分式值为 0 满足 ≤ 0）；分

母为零（x = 2）绝对不能取。

例（需要先通分）.

解不等式
x− 5

x+ 4
≥ 1。

解.
不能直接两边乘 x+ 4（因符号未知）。先移项通分使一侧为零：

x− 5

x+ 4
− 1 ≥ 0 ⇐⇒ x− 5− (x+ 4)

x+ 4
≥ 0 ⇐⇒ −9

x+ 4
≥ 0.

分子 −9 < 0 为常数，故
−9

x+ 4
≥ 0 ⇐⇒ x+ 4 < 0（分母为负才能让负除以负为正；

x+ 4 不能为零）。

解集：(−∞,−4)。

验证：取 x = −5，原式 −5−5
−5+4 = −10

−1 = 10 ≥ 1 ✓。取 x = 0（不在解集），原式
−5
4 = −1.25 < 1——确实不满足。

注.

分式不等式通用步骤：

1. 移项通分：使不等式一侧为 0、另一侧为单个分式；

2. ” 消去分母”：f

g
与 g ̸= 0 条件下的 fg 同号——把分式不等式换成多项式不等式（含

等号时保留 g ̸= 0）；

3. 解多项式不等式：用图像法或穿根法。

最易错处：直接两边乘分母——这是错的，因为分母正负未知，相当于” 乘以未知符
号的数”，不等号方向不定。必须先通分再化简。
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