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Chapter 1

平面向量基础复习

高中阶段的空间几何计算以向量法为主。为了顺利过渡到空间，必须先把平面向量的几条核
心结论回忆清楚——共线、基本定理、点乘、模长、夹角、平行、垂直。这些结论在空间中
只需升一维即可直接使用。

1.1 向量的坐标与共线

平面向量坐标

平面向量 a⃗ = (x, y) 表示 a⃗ = x⃗i+ yj⃗，其中 i⃗, j⃗ 是标准基。
两向量共线判据（平行 a⃗ ∥ b⃗）：

a⃗ ∥ b⃗ ⇐⇒ ∃λ ∈ R, b⃗ = λa⃗ ⇐⇒ x1y2 − x2y1 = 0.

三点共线与 λ+ µ = 1

设 A,B,C 为平面上三个点，O 为任意参考点。若

O⃗C = λO⃗A+ µO⃗B,

则

A,B,C 三点共线 ⇐⇒ λ+ µ = 1.

证：三点共线 ⇐⇒ A⃗C = tA⃗B，即 O⃗C − O⃗A = t(O⃗B − O⃗A)，整理得 O⃗C =

(1− t)O⃗A+ tO⃗B，系数和为 1。

3



CHAPTER 1. 平面向量基础复习 4

1.2 平面向量基本定理

平面向量基本定理

若 e⃗1, e⃗2 为不共线的两个向量（即平面上的一组基），则平面内任意向量 a⃗ 都能唯一
表示成

a⃗ = λ1e⃗1 + λ2e⃗2.

注.

注意：非共线是关键——共线的两个向量只能张成一条直线，而非整个平面。

1.3 数量积（点乘）

点乘的几何定义

两向量 a⃗, b⃗ 夹角为 θ，则

a⃗ · b⃗ = |⃗a| |⃗b| cos θ.

几何意义：
a⃗ · b⃗ = |⃗a| cos θ︸ ︷︷ ︸

a⃗ 在b⃗ 方向上的投影

×|⃗b|.

即 ” 投影 × 模长”。当 b⃗ 为单位向量 ˆ⃗
b 时，a⃗ · ˆ⃗b 就是 a⃗ 在 ˆ⃗

b 方向上的投影长度。

点乘的坐标形式

若 a⃗ = (x1, y1), b⃗ = (x2, y2)，则

a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2.

1.4 模长、夹角、平行、垂直

模长

a⃗ = (x, y) ⇒ |⃗a| =
√
x2 + y2。特别地 |⃗a|2 = a⃗ · a⃗。

夹角公式

a⃗, b⃗ 的夹角 θ 满足

cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a| |⃗b|

=
x1x2 + y1y2√

x2
1 + y21

√
x2
2 + y22

.
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平行与垂直判据

• 平行（a⃗ ∥ b⃗）⇐⇒ x1y2 − x2y1 = 0；

• 垂直（a⃗ ⊥ b⃗）⇐⇒ a⃗ · b⃗ = 0 ⇐⇒ x1x2 + y1y2 = 0。

1.5 升维：从平面到空间

注.

以上所有结论在空间中只需加一维即可使用：

• 向量 a⃗ = (x, y, z)；

• 点乘 a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2 + z1z2；

• 模长 |⃗a| =
√

x2 + y2 + z2；

• 垂直判据 a⃗ ⊥ b⃗ ⇐⇒ a⃗ · b⃗ = 0；

• 夹角 cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a| |⃗b|

。

唯一的新概念：空间向量的平行不再由” 叉积” 单条件判定，而需 ∃λ 使 b⃗ = λa⃗（坐标对

应成比例）。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 2

空间直角坐标系与空间向量

2.1 空间向量基本定理

空间向量基本定理

若 e⃗1, e⃗2, e⃗3 为不共面的三个向量（即一组空间基），则空间内任意向量 a⃗ 都能唯一表
示成

a⃗ = λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + λ3e⃗3.

注.

” 不共面” 是空间版本关键条件——三条向量构成一个三维骨架；若共面则只能张成一
个二维子空间。

2.2 四点共面推论

四点共面的 λ+ µ+ ν = 1 推论

设 A,B,C,D 为空间四点，O 为任意参考点。若

O⃗D = λO⃗A+ µO⃗B + νO⃗C,

则

A,B,C,D 四点共面 ⇐⇒ λ+ µ+ ν = 1.

证：四点共面 ⇐⇒ A⃗D, A⃗B, A⃗C 共面 ⇐⇒ ∃s, t 使 A⃗D = sA⃗B + tA⃗C。化到 O 参

考系：O⃗D = (1− s− t)O⃗A+ sO⃗B + tO⃗C，三系数之和为 1。

注.

这是平面版本 λ+ µ = 1 的直接升维——从” 三点共线” 升级到” 四点共面”。
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CHAPTER 2. 空间直角坐标系与空间向量 7

2.3 空间直角坐标系：右手系

右手直角坐标系

取空间中互相两两垂直的三条数轴 x, y, z，原点 O 公共，方向满足右手法则：右手
四指从 x 轴弯向 y 轴，大拇指指向 z 轴正方向。
空间中任一点 P 都能唯一对应一个坐标三元组 (xP , yP , zP )。

标准基：
i⃗ = (1, 0, 0), j⃗ = (0, 1, 0), k⃗ = (0, 0, 1).

三者两两垂直、模长均为 1。

x

y

z

O

i⃗
j⃗

k⃗

2.4 向量的坐标与两点向量

空间向量坐标

空间向量 a⃗ 按标准基展开 a⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗，记 a⃗ = (x, y, z)。

坐标运算：

• 加法 a⃗+ b⃗ = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)；

• 数乘 λa⃗ = (λx, λy, λz)；

• 点乘 a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2 + z1z2；

• 模长 |⃗a| =
√

x2 + y2 + z2；

• 夹角 cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a| |⃗b|

。

两点间向量坐标

设 A = (xA, yA, zA), B = (xB , yB , zB)，则

A⃗B = B −A = (xB − xA, yB − yA, zB − zA).

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 2. 空间直角坐标系与空间向量 8

两点距离：
|AB| =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

2.5 方向单位向量

方向向量的单位化

任意非零向量 a⃗ = (x, y, z) 对应的单位方向向量

ˆ⃗a =
a⃗

|⃗a|
=

(
x√

x2 + y2 + z2
,

y√
x2 + y2 + z2

,
z√

x2 + y2 + z2

)
.

用途：

• 表达方向而不关心长度；

• 用于投影——若要把 b⃗ 投影到 a⃗ 方向上，投影长度为 b⃗ · ˆ⃗a；

• 表达平面法向——求出法向量后再单位化，便于后续距离计算。

例（坐标化建模流程）.

以下是解空间几何题的通用步骤：

1. 选原点：通常取垂直关系最集中的顶点（如正方体角点、PA ⊥ 底面的 A 点）；

2. 建三轴：沿题目中天然的垂直棱建 x, y, z 轴（右手系）；

3. 写出关键点坐标：所有顶点都用 (x, y, z) 表示；

4. 用向量做题：证明/计算都转化为向量运算。

注.

什么时候适合建系？

• 题目有明显的三条两两垂直的边（正方体、直棱柱 + 底面正多边形、PA ⊥ 底面）；

• 若没有现成的垂直关系，就要先用综合法证出来一组垂直（如” 面 ABCD 的中心 O，

PO ⊥ 底”）再建系；

• 强行建不合适的系会让坐标中出现大量根号，反而失去优势。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 3

法向量及其应用

法向量是坐标法解决空间几何的核心工具——求距离、线面角、面面角、证明线面垂直 / 面
面平行，全都要先把法向量求出来。本章先给出” 线面垂直原理”（通法）和” 叉乘快捷法”，
再给出法向量的三大应用。

3.1 法向量的定义

平面的法向量

若向量 n⃗ 与平面 α 内的任意向量都垂直，则称 n⃗ 是 α 的法向量。
性质：

• 法向量不唯一——任何 λn⃗ (λ ̸= 0) 也是法向量；

• 给定平面，法向量的方向只有两种（互为反向），坐标法中取哪一支都可以，但最
终算夹角时要注意取绝对值或修正符号。

3.2 法向量求法一：线面垂直原理（通法）

解方程组求法向量

设平面 α 内两条不共线的向量 u⃗ = (u1, u2, u3), v⃗ = (v1, v2, v3)。要求 n⃗ = (x, y, z)

垂直于 α，由线面垂直原理：

n⃗ ⊥ α ⇐⇒ n⃗ ⊥ u⃗ 且n⃗ ⊥ v⃗.

写成方程组： n⃗ · u⃗ = u1x+ u2y + u3z = 0,

n⃗ · v⃗ = v1x+ v2y + v3z = 0.

两个方程、三个未知数——解出含一个自由参数的解，取一个简洁的具体值（常取
z = 1 或让系数全部为整数）即为一个法向量。
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CHAPTER 3. 法向量及其应用 10

例（通法求法向量举例）.

设平面内两条向量 u⃗ = (1, 0, 1), v⃗ = (1, 1, 0)。求一个法向量。

解.
设 n⃗ = (x, y, z)。由 n⃗ · u⃗ = 0, n⃗ · v⃗ = 0：x+ z = 0,

x+ y = 0.

取 x = 1，得 y = −1, z = −1。即 n⃗ = (1,−1,−1)。

3.3 法向量求法二：叉乘快捷法

叉乘（外积）公式

对两个向量 a⃗ = (a1, a2, a3), b⃗ = (b1, b2, b3)，定义它们的叉乘

a⃗× b⃗ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1).

记忆技巧——用行列式：

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ .
核心性质：

• a⃗× b⃗ ⊥ a⃗ 且 a⃗× b⃗ ⊥ b⃗——即 a⃗× b⃗ 同时垂直于 a⃗, b⃗；

• a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗（反对易）；

• 方向由右手法则决定（从 a⃗ 到 b⃗ 四指弯曲，拇指方向即 a⃗× b⃗）。

用叉乘求法向量

取平面 α 内两条不共线向量 u⃗, v⃗，则

n⃗ = u⃗× v⃗

即是 α 的一个法向量。

优势：相比解方程组，一步到位——直接代公式。

例（叉乘法对照通法）.

同上例，u⃗ = (1, 0, 1), v⃗ = (1, 1, 0)，用叉乘求法向量。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 3. 法向量及其应用 11

解.
n⃗ = u⃗× v⃗ = (0 · 0− 1 · 1, 1 · 1− 1 · 0, 1 · 1− 0 · 1) = (−1, 1, 1)。

与通法结果 (1,−1,−1) 互为反向——没有矛盾（法向量模长和方向都不唯一）。

3.4 法向量的三大应用

应用一：点到平面的距离

设 P 为空间内一点，α 为一个平面，A ∈ α，n⃗ 是 α 的法向量。则

d(P, α) =
|A⃗P · n⃗|

|n⃗|
.

几何意义：A⃗P 在 n⃗ 方向的投影绝对值即点到平面的距离——因为 n⃗ 垂直于 α，A⃗P

沿法向的分量就是 P 距离 α 的垂直高度。

应用二：面面角（二面角）

设两个半平面（或平面）的法向量分别为 n⃗1, n⃗2，两平面夹角（二面角）θ：

cos θ = ± n⃗1 · n⃗2

|n⃗1| |n⃗2|
.

正负号要根据具体情形判断：

• 若两个法向量指向二面角的同一侧——则 cos θ 与 n⃗1 · n⃗2/(|n⃗1| |n⃗2|) 异号；

• 反之（指向两侧）则同号。

实战中可以先算出绝对值，再看图判断锐角或钝角，给答案加符号。

应用三：线面角

设直线 ℓ 的方向向量 d⃗，平面 α 的法向量 n⃗，ℓ 与 α 的线面角 φ（ℓ 与其在 α 内投

影的夹角）满足

sinφ =
|d⃗ · n⃗|
|d⃗| |n⃗|

.

特别警告——是 sin 不是 cos！——这是线面角与面面角最容易混的地方：

• 面面角：两个法向量的夹角 ⇒ cos；

• 线面角：方向向量 d⃗与法向量 n⃗的夹角为 π
2 −φ（互余），所以 cos(π2 −φ) = sinφ。

注.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 3. 法向量及其应用 12

线面角 vs. 面面角 vs. 异面直线角——速记：

• 异面直线角（两条直线的夹角）：cos = |d⃗1 · d⃗2|
|d⃗1| |d⃗2|

——方向向量的夹角取锐角；

• 线面角：sin =
|d⃗ · n⃗|
|d⃗| |n⃗|

——方向向量与法向量的夹角的余角；

• 面面角：cos θ = ± n⃗1 · n⃗2

|n⃗1| |n⃗2|
——两法向量的夹角或其补角。

检验：算完后看图估计锐钝，给一个几何答案。

注.

建系 → 法向量 → 应用三步法是高中空间几何的标准流程：

1. 根据垂直关系建右手系、写出关键点坐标；

2. 在要求的平面内取两条不共线向量，用解方程或叉乘求法向量；

3. 代入距离公式 / 面面角公式 / 线面角公式。

后续两章的例题都将严格按这个流程解答。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.
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Chapter 4

基础篇

本章 4 道题属于坐标法入门——垂直关系现成，直接建系写坐标即可。重点是熟悉流程：建
系 → 写点 → 向量运算 → 公式。

4.1 基础 1：菱形侧面 + 等腰直角底面

例（菱形侧面 ⊥ 底面）.

已知菱形 BDEF 与 △ABC 所在平面互相垂直，∠FBD = 60◦，AB ⊥ BC，AB =

BC =
√
2，D 是 AC 的中点，M 是 BE 的中点。求：

(1) 求证：BE ⊥ 平面 ACM；

(2) 求二面角 A-EF -C 的余弦值。

解.
建系：AB = BC =

√
2 且 AB ⊥ BC ⇒ △ABC 是等腰直角，斜边 AC = 2；D 是斜边

中点，故 BD ⊥ AC、|BD| = 1。取 D 为原点，y 轴沿 DC，x 轴沿 DB，z 轴竖直。菱

形 BDEF ⊥ 底面 ⇒ BDEF 在 xz 平面内。

坐标：

A = (0,−1, 0), B = (1, 0, 0), C = (0, 1, 0), D = (0, 0, 0).

菱形 BDEF 所有边长 = |BD| = 1。∠FBD = 60◦（在 xz 平面内）：

F =
(

1
2 , 0,

√
3
2

)
, E =

(
− 1

2 , 0,
√
3
2

)
, M =

(
1
4 , 0,

√
3
4

)
.

(1)

B⃗E =
(
− 3

2 , 0,
√
3
2

)
, A⃗M =

(
1
4 , 1,

√
3
4

)
, C⃗M =

(
1
4 , −1,

√
3
4

)
.

B⃗E · A⃗M = − 3
8 + 0 + 3

8 = 0；B⃗E · C⃗M = − 3
8 + 0 + 3

8 = 0。

故 BE ⊥ AM 且 BE ⊥ CM，AM,CM 不共线 ⇒ BE ⊥ 平面 ACM。■

14



CHAPTER 4. 基础篇 15

(2) EF 沿 x 轴，中点 P = (0, 0,
√
3
2 )：

P⃗A =
(
0,−1,−

√
3
2

)
, P⃗C =

(
0, 1,−

√
3
2

)
.

两向量 x 分量均为 0（⊥ EF），故二面角即其夹角：

cos θ =
P⃗A · P⃗C

|P⃗A| |P⃗C|
=

−1 + 3/4√
7/4 ·

√
7/4

=
−1/4

7/4
= −1

7
.

二面角 A-EF -C 的余弦值为 −1

7
（钝角）。

4.2 基础 2：正三棱柱的平行与垂直

例（各棱长相等的三棱柱）.

已知三棱柱 ABC-A1B1C1所有棱长均为 2，侧面 BCC1B1 ⊥底面 ABC，∠B1BC = 60◦，

M,N 分别为 BC,A1C1 的中点。

(1) 求证：MN ∥ 平面 ABB1A1；

(2) 设 P 在 A1C1 上，平面 B1CP ⊥ 平面 ACC1A1，求
C1P

PA1
。

解.
建系：底面是边长 2 的正三角形。取 B 为原点，x 沿 BC，y 沿垂直 BC 指向 A，z 竖

直向上。∠B1BC = 60◦ 且 BB1 在 xz 平面（侧面 ⊥ 底）：

B = (0, 0, 0), C = (2, 0, 0), A = (1,
√
3, 0),

B1 = (1, 0,
√
3), C1 = (3, 0,

√
3), A1 = (2,

√
3,
√
3).

M = (1, 0, 0)，N =
(

5
2 ,

√
3
2 ,

√
3
)
。

(1) 平面 ABB1A1 的法向量 n⃗：B⃗A = (1,
√
3, 0)， ⃗BB1 = (1, 0,

√
3)。

n⃗ = B⃗A× ⃗BB1 = (3,−
√
3,−

√
3).

M⃗N =
(

3
2 ,

√
3
2 ,

√
3
)
，M⃗N · n⃗ = 9

2 − 3
2 − 3 = 0。

又 B⃗M · n⃗ = 3 ̸= 0 ⇒ M /∈ 平面 ABB1A1。故 MN ∥ 平面 ABB1A1。■
(2) 设 P = A1 + t(C1 −A1) =

(
2 + t,

√
3(1− t),

√
3
)
，t ∈ [0, 1]。

⃗B1C = (1, 0,−
√
3)， ⃗B1P = (1 + t,

√
3(1− t), 0)，

n⃗1 = ⃗B1C × ⃗B1P =
(
3(1− t), −

√
3(1 + t),

√
3(1− t)

)
.

A⃗C = (1,−
√
3, 0)， ⃗AA1 = (1, 0,

√
3)，

n⃗2 = A⃗C × ⃗AA1 = (−3,−
√
3,
√
3).
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n⃗1 · n⃗2 = −9(1− t) + 3(1 + t) + 3(1− t) = −3 + 9t = 0 ⇒ t = 1
3。

故 A1P : PC1 = 1 : 2，即
C1P

PA1
= 2 。

4.3 基础 3：空间向量求两直线夹角

例（正三棱柱内的异面直线角）.

正三棱柱 ABC-A1B1C1 底面边长为 1，侧棱长为 2。E,F 分别为 AB,AC 的三等分点

（AE = 1
3AB，AF = 1

3AC）。求直线 B1E 与直线 EF 所成角的正弦值。

解.
建系：A 为原点，x 轴沿 AB，z 轴竖直：

A = (0, 0, 0), B = (1, 0, 0), C = ( 12 ,
√
3
2 , 0), B1 = (1, 0, 2).

E = 1
3 A⃗B = ( 13 , 0, 0), F = 1

3 A⃗C = ( 16 ,
√
3
6 , 0).

⃗B1E = (− 2
3 , 0,−2), | ⃗B1E| =

√
4
9 + 4 = 2

√
10
3 .

E⃗F = (− 1
6 ,

√
3
6 , 0), |E⃗F | = 1

3 .

⃗B1E · E⃗F = 1
9 + 0 + 0 = 1

9 .

cos θ =
1/9

(2
√
10/3)(1/3)

=
1

2
√
10

=

√
10

20
.

故 sin θ =
√
1− 10

400 =
√

390
400 =

√
390

20
。

4.4 基础 4：四棱锥中的线面角

例（四棱锥中线面角的求解）.

四棱锥 P -ABCD 中，PA ⊥ 底面 ABCD，底面是边长为 2 的正方形，PA = 2。M 是

棱 PC 的中点。求直线 BM 与平面 PAC 所成角的正弦值。

解.
建系：A 为原点，x 轴沿 AB，y 轴沿 AD，z 轴沿 AP。

A = (0, 0, 0), B = (2, 0, 0), C = (2, 2, 0), D = (0, 2, 0), P = (0, 0, 2).

M 是 PC 中点，M = (1, 1, 1)。B⃗M = (−1, 1, 1)，|B⃗M | =
√
3。

平面 PAC 的法向量：PA 沿 z 轴，AC = (2, 2, 0)——故平面 PAC 含 z 轴和 A⃗C。

取 n⃗ = A⃗C × A⃗P = (2, 2, 0)× (0, 0, 2) = (4,−4, 0)，取 n⃗ = (1,−1, 0)，|n⃗| =
√
2。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.
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B⃗M · n⃗ = −1− 1 + 0 = −2.

sinφ =
|B⃗M · n⃗|
|B⃗M | |n⃗|

=
2√

3 ·
√
2
=

2√
6
=

√
6

3
.

故 BM 与平面 PAC 所成角的正弦值为

√
6

3
。

注.

本章小结：四道题都是建系 → 写坐标 → 法向量 → 公式的直接套路。关键是坐标写对
——尤其是” 侧面 ⊥ 底面” 或” 折叠” 类题目，一旦坐标错，后面全错。建议：每写完坐
标，用已知的距离或角度验证 2-3 个再继续。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 5

提高篇

本章在基础篇之上加入两类难点：(1) 求某个参数（棱段比、线段长）使某个几何条件成立；
(2) 折叠后的坐标重建。套路仍然是” 建系 + 法向量”，但参数化要更细致。

5.1 提高 1：菱形 + 竖立矩形的面面角

例（菱形底 + 矩形侧面）.

如图，菱形 ABCD 的边长为 4，∠DAB = 60◦。矩形 BDFE 与底面 ABCD 垂直，且

面积为 8。

(1) 求证：AC ⊥ BE；

(2) 求二面角 E-AF -D 的余弦值。

解.
准备：∠DAB = 60◦、边长 4⇒ △ABD为等边，BD = 4。对角线 AC = 2·4 cos 30◦ = 4

√
3。

矩形 BDFE 面积 = |BD| · |BE| = 4|BE| = 8 ⇒ |BE| = 2。

建系：取菱形对角线交点 O 为原点，x 沿 OA → OC 方向，y 沿 OB → OD 方向，z

竖直。

A = (−2
√
3, 0, 0), B = (0,−2, 0), C = (2

√
3, 0, 0), D = (0, 2, 0).

矩形 BDFE 在 yz 平面内（⊥ 底面且含 BD），BE ⊥ BD、|BE| = 2：

E = (0,−2, 2), F = (0, 2, 2).

(1) A⃗C = (4
√
3, 0, 0)，B⃗E = (0, 0, 2)。A⃗C · B⃗E = 0 ⇒ AC ⊥ BE。■

(2) 平面 EAF：A⃗E = (2
√
3,−2, 2)，A⃗F = (2

√
3, 2, 2)。

n⃗1 = A⃗E × A⃗F = (−4− 4, 4
√
3− 4

√
3, 4

√
3 + 4

√
3) = (−8, 0, 8

√
3).

取简化 n⃗1 = (−1, 0,
√
3)，|n⃗1| = 2。

18
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平面 DAF：A⃗D = (2
√
3, 2, 0)，A⃗F = (2

√
3, 2, 2)。

n⃗2 = A⃗D × A⃗F = (4− 0, 0− 4
√
3, 4

√
3− 4

√
3) = (4,−4

√
3, 0).

取简化 n⃗2 = (1,−
√
3, 0)，|n⃗2| = 2。

n⃗1 · n⃗2 = −1 + 0 + 0 = −1.

cos θ =
−1

2 · 2
= −1

4
.

故二面角 E-AF -D 的余弦值为 −1

4
（钝角）。

5.2 提高 2：参数化求位置使面面角指定

例（参数化的面面角问题）.

四棱锥 P -ABCD 中，PA ⊥底面 ABCD，底面 ABCD 为直角梯形，AD ∥ BC，AD ⊥

CD，AD = CD = 2
√
2，BC = 4

√
2，PA = 2。M 在 PD 上，记

PM

PD
= t。求 t，使

二面角 M -AC-D 的余弦值为
√
2

2
。

解.
建系：A 为原点，x 轴沿 CD 方向（A 到 CD 的平行线），y 轴沿 AD，z 轴沿 AP。

A = (0, 0, 0), D = (0, 2
√
2, 0), C = (2

√
2, 2

√
2, 0), P = (0, 0, 2).

M = P + t(D − P ) = (0, 2
√
2 t, 2− 2t)。

二面角 M-AC-D 沿边 AC。A⃗C = (2
√
2, 2

√
2, 0)，|A⃗C|2 = 16。

A⃗M = (0, 2
√
2t, 2− 2t)。A⃗M · A⃗C = 8t。投影系数 = 8t

16 = t
2。A⃗M 垂直 A⃗C 的分量：

u⃗ = A⃗M − t
2 A⃗C = (−

√
2 t,

√
2 t, 2− 2t).

|u⃗|2 = 2t2 + 2t2 + (2− 2t)2 = 8t2 − 8t+ 4。

A⃗D = (0, 2
√
2, 0)，A⃗D · A⃗C = 8，投影系数 = 1

2。

v⃗ = A⃗D − 1
2 A⃗C = (−

√
2,
√
2, 0), |v⃗| = 2.

u⃗ · v⃗ = 2t+ 2t+ 0 = 4t。

cos θ =
u⃗ · v⃗
|u⃗| |v⃗|

=
4t

2
√
8t2 − 8t+ 4

=
2t√

8t2 − 8t+ 4
.

设 =

√
2

2
且 t ∈ (0, 1)（t > 0 保证 cos > 0）：

4t2

8t2 − 8t+ 4
=

1

2
⇒ 8t2 = 8t2 − 8t+ 4 ⇒ t = 1

2 .

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.
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故 t =
1

2
，即 M 是 PD 的中点。

5.3 提高 3：矩形沿 EF 折叠

例（折叠求距离）.

矩形 ABCD 中，AB = 2，AD = 4；E,F 分别在 AD,BC 上使 DE = CF = 1。沿 EF

将矩形右端的 CDEF 部分折起到 C ′D′EF，使二面角 D′-EF -A 为 60◦。求 D′ 到平面

ABFE 的距离。

解.
建系：折叠后保持底面 ABFE 不动。取 A = (0, 0, 0)，x 沿 AB，y 沿 AE（即 AD）：

A = (0, 0, 0), B = (2, 0, 0), F = (2, 3, 0), E = (0, 3, 0).

（AE = AD −DE = 4− 1 = 3；F 为 BC 上距 C 为 1 即距 B 为 3 之点。）

折叠前 D 在 y 正方向、距 E 为 1。折叠后 D′ 绕轴 EF（沿 x 轴方向）旋转 60◦（由

二面角决定）：
⃗ED′ = (0, cos 60◦, sin 60◦) =

(
0, 1

2 ,
√
3
2

)
,

即 D′ = E + ⃗ED′ =
(
0, 7

2 ,
√
3
2

)
。

底面 ABFE 在 xy 平面内，D′ 到底面的距离即 D′ 的 z 坐标绝对值：

d =

√
3

2
.

故 D′ 到平面 ABFE 的距离为

√
3

2
。

5.4 提高 4：异面直线角

例（异面直线角的小综合）.

在正方体 ABCD-A1B1C1D1 中，棱长为 1，M,N 分别是 A1B,C1D 的中点。求异面直

线 MN 与 AC1 所成角的余弦值。

解.
建系：A = (0, 0, 0), B = (1, 0, 0), C = (1, 1, 0), D = (0, 1, 0), A1 = (0, 0, 1), B1 =

(1, 0, 1), C1 = (1, 1, 1), D1 = (0, 1, 1)。

M = 1
2 (A1 +B) = ( 12 , 0,

1
2 ), N = 1

2 (C1 +D) = ( 12 , 1,
1
2 ).

M⃗N = (0, 1, 0), |M⃗N | = 1; A⃗C1 = (1, 1, 1), |A⃗C1| =
√
3.
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M⃗N · A⃗C1 = 1.

cos∠ =
|1|

1 ·
√
3
=

√
3

3
.

故 MN 与 AC1 所成角的余弦值为

√
3

3
。

注.

本章要点：

• 求参数（线段比、点位置）——先写参数化坐标，再让几何条件转化为关于参数的方
程；

• 折叠问题——关键是折叠后的坐标：围绕折叠轴转动，用二面角大小写出旋转矩阵（或
简单正交分解）；

• 异面直线角的计算只需方向向量夹角取绝对值再取锐角，不涉及法向量。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.
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