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Chapter 1

式子处理

很多题目难，不是难在思路，而是难在式子的形状不顺手。这一章把常用的” 整理式子” 的
招式过一遍：换元、拆项、消次、齐次化、分式处理，最后落到数形结合——把式子翻译成

图上的几何量来读。

1.1 换元法

正如研究函数要先研究函数的定义域，引入新元后，必不可少的一步是研究新元的取值范
围。

例（1）.

设 f(θ) = sin θ + cos θ + sin θ cos θ，θ ∈ R，求 f(θ) 的值域。

解.
依模型：sin θ + cos θ 与 sin θ cos θ 之间，有桥梁 sin2 θ + cos2 θ = 1。

令 t = sin θ+ cos θ，先用 t 去写 (sin θ+ cos θ) 与 (sin θ cos θ) 的关系，并先求出 t 的

范围：

t = sin θ + cos θ =
√
2 sin

(
θ + π

4

)
∈ [−

√
2,
√
2].

又 (sin θ + cos θ)2 = 1 + 2 sin θ cos θ，故 sin θ cos θ =
t2 − 1

2
。于是

f(θ) = t+
t2 − 1

2
=

1

2
(t+ 1)2 − 1, t ∈ [−

√
2,
√
2].

这是关于 t 的二次函数，顶点 t = −1 在区间内，取最小值 −1；右端 t =
√
2 取最大值

1
2 (
√
2 + 1)2 − 1 =

√
2 + 1

2。

值域 =
[
−1,

√
2 + 1

2

]
.
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CHAPTER 1. 式子处理 3

t
−
√
2

√
2−1

1.2 拆项法

裂项：等差型

例（2）.

已知数列 {an} 有 an =
1

(2n+ 1)(2n− 1)
，Tn 为 {an} 的前 n 项和，求 Tn。

解.
分母两个因子相差 2，凑出这个因子（容易漏掉这个 1

2）：

an =
1
2 [(2n+ 1)− (2n− 1)]

(2n+ 1)(2n− 1)
=

1

2

(
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)
.

逐项相消：

Tn =
1

2

(
1− 1

2n+ 1

)
=

n

2n+ 1
.

裂项：等比型

例（3）.

已知数列 {bn} 的通项公式 bn =
2n

(2n+1 − 1)(2n − 1)
，{bn} 的前 n 项和记为 Sn。若

∀n ∈ N+, a ∈ [−1, 1] 均有 x2 − ax− 2Sn ≥ 0 成立，求 x 的取值范围。

解.
把分子也拆成两个分母因子之差：2n = (2n+1 − 1)− (2n − 1)，于是

bn =
1

2n − 1
− 1

2n+1 − 1
.

逐项相消：

Sn = 1− 1

2n+1 − 1
.

由极限思想，n → +∞ 时 Sn → 1（且 Sn < 1）。要 ∀n ∈ N+ 都有 x2 − ax > 2Sn，只需

x2 − ax ≥ 2，即

x2 − ax− 2 ≥ 0 对任意a ∈ [−1, 1] 恒成立.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 4

用主元法：把 g(a) = x2 − ax− 2 看作关于 a 的一次函数，区间端点处都非负即可。a = −1 : x2 + x− 2 ≥ 0 ⇒ x ∈ (−∞,−2] ∪ [1,+∞)

a = 1 : x2 − x− 2 ≥ 0 ⇒ x ∈ (−∞,−1] ∪ [2,+∞)

两者取交集：

x ∈ (−∞,−2] ∪ [2,+∞).

裂项：等差 + 等比型

例（4）.

已知数列 {an} 满足 an =
(2n− 3) · 2n

4n2 − 1
，Sn 为 {an} 的前 n 项和，求 Sn。

解.
等差 + 等比型数列，仍考虑裂项：要把它写成 an = bn+1 − bn 的形状。裂项后 {bn} 的
分子应该除以 2（同样地，分母 4n2 − 1 = (2n+1)(2n− 1)）。先把等差因子 2n− 3 用两

个分母因子凑出来：

2n− 3 = 2(2n− 1)− (2n+ 1),

于是

an =
[2(2n− 1)− (2n+ 1)] 2n

(2n+ 1)(2n− 1)
=

2n+1

2n+ 1
− 2n

2n− 1
.

这正是 bn+1 − bn 的形状（bn = 2n

2n−1），逐项相消，只剩头尾：

Sn =
2n+1

2n+ 1
− 2.

和项

裂项是把一项拆成两项之差再相消；和项则是把相邻两项配对相加，让中间整段消去。带
(−1)n 的交错数列常用这一招。

例（5）.

已知数列 {Cn} 的通项公式为 Cn = (−1)n
4n

(2n+ 1)(2n− 1)
，{Cn} 的前 n 项和为 Tn，

求 Tn。

解.

先把
4n

(2n+ 1)(2n− 1)
裂开（4n = (2n+ 1) + (2n− 1)）：

Cn = (−1)n
(

1

2n− 1
+

1

2n+ 1

)
.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 5

当 n 为奇数时，设 n = 2k − 1，把 Cn 与 Cn+1 配对：

Cn + Cn+1 = − 1

2n− 1
− 1

2n+ 1
+

1

2n+ 1
+

1

2n+ 3
= − 1

2n− 1
+

1

2n+ 3
.

这样整段相消，到末项 n（奇数）时

Tn = − 1

2n+ 1
− 1 = −2n+ 2

2n+ 1
.

当 n 为偶数时，同理可得

Tn = − 2n

2n+ 1
.

1.3 消次处理(
x± 1

x

)
及其衍生式

(
x± 1

x

)2

= x2 +
1

x2
± 2.

因此，如果出现 x2 + 1
x2 的形式，完全可以由常数的凑配，凑回

(
x± 1

x

)2
这个完全平方式，

实现形式的统一。

例（6）.

在平面直角坐标系 xOy 中，一点 (a, a)到曲线 y =
1

x
上的点的距离的最小值为

√
10，其

中 a > 0，求 a 的值。

解.
设曲线上的点为

(
x, 1

x

)
，则

d2 = (x− a)2 +

(
1

x
− a

)2

= x2 +
1

x2
+ 2a2 − 2a

(
x+

1

x

)
=

(
x2 +

1

x2
+ 2

)
− 2 + 2a2 − 2a

(
x+

1

x

)
=

(
x+

1

x

)2

− 2a

(
x+

1

x

)
+ 2a2 − 2.

令 t = x+
1

x
（x > 0 时 t ≥ 2；这里取 x > 0 一支即可），则

d2 = (t− a)2 + a2 − 2, t ≥ 2.

这是关于 t 的二次函数，分类讨论顶点 t = a 是否落在 t ≥ 2 内：

1. a ≥ 2 时，顶点在区间内，d2min = a2 − 2 = 10，得 a2 = 12，a = 2
√
3；

2. 0 < a < 2 时，区间内 d2 在 t = 2 处最小，

d2min = (2− a)2 + a2 − 2 = 2a2 − 4a+ 2 = 10 =⇒ a2 − 2a− 4 = 0,

解得 a = 1−
√
5。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 6

所以 a = 2
√
3 或 a = 1−

√
5。

t
−2 a 2

基本不等式

例（7）.

已知 a+ 2b = 1，求
a2 + 4b

ab
的最小值（a > 0, b > 0）。

解.
运用基本不等式中的” 一正、二定、三相等”。要实现” 定”，那么在关键步 x+ y ≥ 2

√
xy

中，xy 的次数应该是 0，即是个常数；那么在此前的 x+ y 中，x 与 y 的次数即应实现

中和（相反）。
先拆开：

a2 + 4b

ab
=

a

b
+

4

a
.

a
b 是 0 次、 4

a 是 −1 次，两者次数不会中和。而已知是 a + 2b = 1，左为 1 次、右为 0

次。因此，可借助常数的配凑实现升次，进而达到次数中和：

a2 + 4b

ab
=

a

b
+

4 · 1
a

=
a

b
+

4(a+ 2b)

a
=

a

b
+ 8

b

a
+ 4 ≥ 2

√
a

b
· 8 b

a
+ 4 = 4

√
2 + 4.

当且仅当 8b2 = a2 时取等号。所以最小值为 4
√
2 + 4。

注.

在出现形如 x+
a

x
的式子时：

1. 看 a 的正负：a > 0 时图象是勾函数；a < 0 时图象是飘带函数。

2. 看 x 的取值：a > 0 时，当且仅当 x = ±
√
a 取得最值（极值），但 x 不一定可以取到

±
√
a（如 x ∈ [

√
a+ 1,+∞) 或 x ∈ N+），需结合 x 的范围另判。

1.4 齐次化处理

三角函数类

正、余弦为一次，正切为零次。如步用 sin2 x+ cos2 x = 1 的关系凑出齐次，就能” 弦化切”。

例（8）.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 7

若 tan θ = −2，求
sin θ(1 + sin 2θ)

sin θ + cos θ 。

解.
若以 θ 为基准，则 sin θ, cos θ 为一次、tan θ 为零次，sin 2θ, cos 2θ 为二次。故待求式本
身齐次，弦化切即可：

sin θ(1 + sin 2θ)

sin θ + cos θ =
tan θ

tan θ + 1
· sin2 θ + cos2 θ + 2 sin θ cos θ

sin2 θ + cos2 θ

=
tan θ

tan θ + 1

(
1 +

2 tan θ

tan2 θ + 1

)
=

−2

−1

(
1 +

−4

5

)
=

2

5
.

变 1 法

前面引入 1 = sin2 θ + cos2 θ，也是变 1 法的一种。如前所述，把 1 写成 1 = tx+my 形式

的式子，合理运用即可升次，从而对于整体的处理来说，可实现齐次（次数中和）。

例（9）.

已知 a > 0, b > 0, 2a+ b = 4，求
4

a
+

1

b
的最小值。

解.
4
a + 1

b 次数不为 0，则对其升次，套用平时配凑的处理方法，即所谓”1 的妙用”：

4

a
+

1

b
= 1×

(
4

a
+

1

b

)
=

1

4
(2a+ b)

(
4

a
+

1

b

)
=

1

4

(
9 +

2a

b
+

4b

a

)
≥ 9 + 4

√
2

4
.

当且仅当 a =
√
2 b 时取得最小值

9 + 4
√
2

4
。

赋予含义

如点 (x, y)（x ̸= 0）对原点 O 求斜率 k = y
x，即是一个 0 次式——把这部分以斜率的赋义

来观察，往往更常直观（坐标几何中很多最值问题，由此化为图上的斜率、距离来研究）。下

面的椭圆例就是范例：通过坐标平移把 kPM + kPN = 0 化成齐次方程来读斜率。

例（10）.

已知椭圆 C :
x2

8
+

y2

2
= 1，C 上有一定点 P (2, 1)，有一直线 l 与 C 相交于不同的两点

M,N，且满足 kPM + kPN = 0。求证：直线 l 的斜率为一定值。

解.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 8

kPM + kPN = 0 可以联系韦达定理，而 k =
y − 1

x− 2
。为方便该形式的实现，平移坐标系。

令 x′ = x− 2

y′ = y − 1
=⇒

x = x′ + 2

y = y′ + 1

同时设直线 mx′ + ny′ = 1。因坐标系平移前后直线的斜率保持不变，故在 x′Oy′ 下求出

的 m,n 的关系，可用于直接求算斜率。

椭圆 C : x2 + 4y2 = 8 平移后：

(x′ + 2)2 + 4(y′ + 1)2 = 8 =⇒ x′2 + 4y′2 + 4x′ + 8y′ = 0. (∗)

要使 k =
y′

x′ 成为 (∗) 的根，则 (∗) 左侧必须齐次。代入 1 = mx′ + ny′，把一次项升次：

x′2 + 4y′2 + 4x′(mx′ + ny′) + 8y′(mx′ + ny′) = 0,

整理为齐次二次式

(4 + 8n)y′2 + (8m+ 4n)x′y′ + (1 + 4m)x′2 = 0.

同除以 x′2，又 k =
y′

x′，得

(4 + 8n)k2 + (8m+ 4n)k + (1 + 4m) = 0.

两根之和 k1 + k2 = −8m+ 4n

4 + 8n
。由 kPM + kPN = 0，得 8m+ 4n = 0，即 2m+ n = 0。

于是

k = −m

n
= − m

−2m
=

1

2
.

所以直线 l 的斜率为一定值，此定值为
1

2
。

1.5 分式处理

分式式子的处理，核心是看分子、分母的次数，再决定是分离常数、整体换元还是裂项。

分母为一次，视分子次数

(a) 分子为一次：分离常数变反比例函数。如

y =
x+ 7

x+ 3
=

(x+ 3) + 4

x+ 3
= 1 +

4

x+ 3
,

如此转化后，求单调性、值域都很直接。这类形变经常要灵活转化，例如

1− 1

x+ 1
=

x

x+ 1
, 1− x

x+ 1
=

1

x+ 1
.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 9

(b) 分子为二次：视分母为整体进行换元。如

y =
x2 + 2x+ 5

x− 1

t=x−1−−−−→
x=t+1

(t+ 1)2 + 2(t+ 1) + 5

t
=

t2 + 4t+ 8

t
= t+

8

t
+ 4,

又如

y =
x2 − 8x+ 9

x+ 1

t=x+1−−−−→
x=t−1

(t− 1)2 − 8(t− 1) + 9

t
=

t2 − 10t+ 18

t
= t+

18

t
− 10.

综上，换元并整理后可以得到两种形式的

y = x+
a

x
+ b :

勾函数, a > 0;

飘带函数, a < 0.

同时，一定要注意换元后新元的取值范围。

分母为二次，视分子次数

(a) 分子为一次：视分子为整体进行换元。 (b) 分子为二次：先分离常数，同时得一二次
比二次。有的可以拆开，乘除掉的二次式可以进行裂项处理。下面的题就把分式的裂项思想

与放缩结合起来。

例（11）.

已知数列 An =
3n2 − n− 2

2n2 + 2n
。求证：

n∑
i=2

Ai > n− 1 +

n∑
i=2

ln 2

i2 − 1
。

解.
先把 An 分离整理：

An =
3
2 (2n

2 + 2n)− (4n+ 2)

2n2 + 2n
=

3

2
− 2(2n+ 1)

2n(n+ 1)
=

3

2
− 1

n
− 1

n+ 1
.

注意到 bn =
1

n− 1
− 1

n+ 1
=

2

n2 − 1
，且对 n ≥ 2 有 An ≥ 2

n2 − 1
（n = 2 时取等）。于

是只要证
2

n2 − 1
≥ 1 + ln 2

n2 − 1
.

由 lnx ≤ x − 1（x > 0，x = 1 取等），令 x =
2

n2 − 1
即得上式。从而对 i = 2, . . . , n，

Ai ≥ 1 + ln 2

i2 − 1
，且 x = 2

i2−1 ̸= 1 使不等号严格，求和即

n∑
i=2

Ai >

n∑
i=2

(
1 + ln 2

i2 − 1

)
= n− 1 +

n∑
i=2

ln 2

i2 − 1
.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 10

1.6 数形结合法

把一个 0 次式、一段距离、一个角，翻译成图上的几何量，常常一眼看出最值。下面按斜率、

点点距、点线距、向量夹角、三角函数几类各举一例。

斜率

k =
y − b

x− a
: 即定点(a, b) 与动点(x, y) 连线的斜率。

例（12）.

已知 y =
2 sinx− 4

3 cosx ，求 y 的值域。

解.

法一（直接关联斜率）. y =
2 sinx− 4

3 cosx 可视为定点 (0, 4) 与动点 (3 cosx, 2 sinx) 连线的

斜率（cosx ̸= 0）。动点在椭圆
X2

9
+

Y 2

4
= 1 上，定点在椭圆外。连线的斜率的取值范

围由两条切线的斜率给出（即左、右极限情况，切线斜率本身可取到）：

y ∈
(
−∞,− 2

3

√
3
]
∪
[
2
3

√
3,+∞

)
.

法二（化归单位圆基本模型）. 提出系数：

y =
2

3
· sinx− 2

cosx =
2

3
t, t =

sinx− 2

cosx .

t 是定点 (0, 2) 与单位圆上动点 (cosx, sinx) 连线的斜率，由两条切线得

t ∈ (−∞,−
√
3] ∪ [

√
3,+∞),

故

y ∈
(
−∞,− 2

3

√
3
)
∪
[
2
3

√
3,+∞

]
.

x

y

(0, 2)

点点距离

典型特点：出现 (a− b)2 + (c− d)2 的形式。关键信息：（i）平方内作差；（ii）两平方相加。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 11

例（13）.

已知 x ∈ R, y > 0，求 (cosx− y)2 + (1 + sinx− ln y)2 的最小值。

解.
由式子的形式，摆取两点：

(cosx, 1 + sinx) 与 (y, ln y).

前者是圆 a2 + (b− 1)2 = 1（圆心 (0, 1)、半径 1）上的点，后者是曲线 b = ln a 上的点。

研究圆上点与另一曲线相关距离的问题，通常先把圆缩成一个点，再把圆” 还原”：先看
圆心 (0, 1) 到 y = lnx（即 b = ln a）上点的距离最小值。

可类比抛体作曲线运动时合外力与速度的关系——当 PQ 与 b = ln a 在 P 点处的切

线垂直时，|PQ| 取最小值。设切点 (a, ln a)，则

ln a− 1

a
· 1
a
= −1 =⇒ a2 + ln a− 1 = 0 =⇒ a = 1,

此方程的唯一解。于是圆心到曲线的最短距离 |PQ|min =
√
(1− 0)2 + (0− 1)2 =

√
2，

还原半径后

dmin = |PQ|min − 1 =
√
2− 1, d2min = (

√
2− 1)2 = 3− 2

√
2.

点线距

绝对值直线型，二元含参。

例（14）.

已知 P (x0, e
x0)，求

|3x0 − 4ex0 − 9|
5

的最小值。

解.
令 y0 = ex0，则待求式是点 P (x0, y0) 到直线 3x− 4y − 9 = 0 的距离

d =
|3x0 − 4y0 − 9|√

32 + 42
=

|3x0 − 4ex0 − 9|
5

.

P 在曲线 y = ex 上，距离最小时，y = ex 在 P 处的切线与直线平行，即切线斜率为
3

4
：

y′ = ex =
3

4
=⇒ x0 = ln 3

4
.

此时 4ex0 = 3，分子

|3x0 − 4ex0 − 9|min =
∣∣3 ln 3

4 − 3− 9
∣∣ = 12− 3 ln 3

4 .
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CHAPTER 1. 式子处理 12

向量夹角

cos⟨a, b⟩ = a · b
|a| |b| .

例（15）.

已知约束条件


x ≥ 0

y ≥ 0

x+ y − 1 ≤ 0

，求
2x+ 3y√
x2 + y2

的最小值。

解.

令 t =
2x+ 3y√
x2 + y2

，配上模长写成夹角余弦：

t =
2x+ 3y√
x2 + y2

=
(2, 3) · (x, y)

|(x, y)|
=

√
13 · (2, 3) · (x, y)

|(2, 3)| |(x, y)|
=

√
13 cos⟨(2, 3), (x, y)⟩.

要使 t 最小，就要使 (2, 3) 与 (x, y) 的夹角最大。(x, y) 在三角形区域内，由图可知取

(x, y) 为 (1, 0) 方向时夹角最大，此时

tmin =
2 · 1 + 3 · 0√

12 + 02
= 2.

x

y

(2, 3)

θ

三角函数（抛物线定义）

例（16）.

已知抛物线 C : y2 = 4x，F 为 C 的焦点，M 为准线与 x 轴的交点，P 为 C 上一动点。

当
|PM |
|PF |

取得最大值时，P 恰在以 M,F 为焦点的双曲线 C ′ 上，求 C ′ 的方程。

解.
F (1, 0)，准线 x = −1，M(−1, 0)。由抛物线的定义，作 PN ⊥ 准线，则 |PF | = |PN |，
故

|PM |
|PF |

=
|PM |
|PN |

=
1

cos θ , θ = ∠PMN.

cos θ 取最小值时该比值最大，即 θ 最大，此时 PM 与抛物线 C 相切。求得切点 P (1, 2)。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 1. 式子处理 13

于是

|PM | =
√

(1 + 1)2 + 22 = 2
√
2, |PF | = 2.

以 M(−1, 0), F (1, 0) 为焦点，c = 1；又 2a = |PM | − |PF | = 2
√
2− 2，得 a =

√
2− 1，

a2 = 3− 2
√
2, b2 = c2 − a2 = 2

√
2− 2.

所以

C ′ :
x2

3− 2
√
2
− y2

2
√
2− 2

= 1.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 2

数形结合

上一章的数形结合，是把式子翻译成图上的基础几何量（斜率、距离、点线距、向量夹角
等），具体内容已在” 式子处理” 一章里完整说明过。这一章换一个角度：关联图形的几何性
质——三角不等式、对称转化、圆周角、构造三角形、米勒定理。

2.1 关联几何性质：三角不等式

三角不等式

∣∣ |a| − |b|
∣∣ ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b|.

几何上：三角形两边之和大于第三边、两边之差小于第三边；当不构成三角形（三点

共线）时，可取得等号。

例（17）.

函数 f(x) =
√
2x2 − 2x+ 1−

√
2x2 + 2x+ 5，求 f(x) 的值域。

解.
求导的方法就不必说了。根号里都是二次式，很容易和点点距去关联。配方：

f(x) =
√

(x− 1)2 + x2 −
√
(x− 1)2 + (x+ 2)2.

则可提取出一个公共动点 (x, x)，它在 y = x 上。把根号统一成与 (x, x) 的距离：√
(x− 1)2 + x2 =

√
(x− 1)2 + (x− 0)2,

√
(x− 1)2 + (x+ 2)2.

另两点可以是 (1, 0), (0, 1) 或 (1,−2), (−2, 1)；但最好取在 y = x 的同侧，这样距离之差
容易研究。取 A(1, 0), B(1,−2), P (x, x)，则

f(x) = |PA| − |PB|.

由两边之差小于（等于）第三边，|PA| − |PB| ≥ −|AB| = −2，当 P,A,B 共线时取等，

14



CHAPTER 2. 数形结合 15

故 f(x) 的最小值为 −2。

再看两端的极限：x → −∞ 时，用极限的思想，P 沿 y = x 远去，△PAB 趋于退化，

|PA| − |PB| → |CA| =
√
2（C 为 A 在 y = x 上的投影方向的极限位置，KPA → 1）；

同理 x → +∞ 时 |PA| − |PB| → −
√
2。

√
2 只是极限、取不到。综上

f(x) ∈ [−2,
√
2).

x

y y = x

A(1, 0)

B(1,−2)

P

2.2 对称转化

” 将军饮马” 问题靠的是对称转化：把一点关于直线作对称，化折为直。圆锥曲线中的定义
转化也是一种对称转化——把到一个焦点的距离，借椭圆/双曲线的定义换成到另一焦点的
距离。

例（18）.

已知椭圆 C :
x2

4
+

y2

3
= 1，F1, F2 分别为 C 的左、右焦点，A(−1, 1)，P 为 C 上一动

点，求 |PA|+ |PF2| 的最大值。

解.
圆锥曲线中，焦点成对视。直接看 |PA|+ |PF2| 无法求最大值，也没把握取得最值的情
况。由椭圆的定义 |PF1|+ |PF2| = 2a = 4，把 |PF2| 换成 4− |PF1|：

|PA|+ |PF2| = |PA|+ 4− |PF1| = 4 + (|PA| − |PF1|).

由三角不等式 −|AF1| ≤ |PA| − |PF1| ≤ |AF1|，而 A(−1, 1), F1(−1, 0)，|AF1| = 1，故

(|PA|+ |PF2|)max = 4 + 1 = 5.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 2. 数形结合 16

x

y

F1 F2

AP

2.3 圆周角

例（19）.

△ABC 中，C = 60◦，c = 2，求 △ABC 的面积的最大值。

解.
C = 60◦，c = 2，即代表了圆上定弦所对的圆周角。弦长及圆周角大小均不变，故 C（弦

AB）与外接圆固定。由正弦定理

2R =
c

sinC
=⇒ R =

2√
3
.

作出外接圆，知当 CO ⊥ AB 时（C 到 AB 的高最大，即 C 在弧的” 最高” 处），△ABC

的面积最大：

Smax =
1

2
c · hmax =

1

2
· 2 ·

√
3 =

√
3.

O

A B

C

2.4 构造三角形

例（20）.

已知 a > 0, b > 0, c > 0，且满足 b2 = a2 + c2 − ac，b = 2，求 a+ c 的最大值。

解.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 2. 数形结合 17

这道题有三种思路：基本不等式、万能 K 法、构造三角形。其实它和例 19是同一题。由
余弦定理逆用，b2 = a2 + c2 − ac 表示在 △BAC 中 cosB =

a2 + c2 − b2

2ac
=

ac

2ac
=

1

2
，

即 ∠B = 60◦，对边 AC = b = 2。

可以证明：当 B 沿外接圆从一侧运动到 BO ⊥ AC 的过弧中点位置时，△BAC 的周

长和面积均在单调增加，故 a+c在 a = c（等腰）时最大。此时 a2+a2−a2 = a2 = b2 = 4，

a = 2，

(a+ c)max = 2 + 2 = 4.

O

A C

B

例（21）.

已知函数 f(x) = 2 sinx+ sin 2x，求 f(x) 的最小值。

解.
化积：

f(x) = 2 sinx+ 2 sinx cosx = 2 sinx(1 + cosx).

在课内 sin, cos, tan 的教法下，用的是单位圆，则 sinx 与 cosx 是” 基”、是互余的关系。
把 f(x) 视 x 为相位，凑成

f(x) =
1

2
(2 sinx)(1 + cosx),

恰是圆内接三角形的面积的形状（两邻边为 2 sinx 与 1 + cosx、夹角为直角的等价模

型）。由” 半径为 R 的圆，其内接三角形面积的最大值为 Smax =
3
√
3

4
R2”，这里 R = 1，

f(x)max =
3
√
3

4
· 12 · 2 =

3
√
3

2
.

又 f(x) 是奇函数，故

f(x)min = −f(x)max = −3
√
3

2
.

2.5 米勒定理

注.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 2. 数形结合 18

米勒定理（最大视角）. 如左图，l1 上有两定点 A,B，l1 ⊥ l2，P 为 l2 上的动点。当过

A,B 的圆恰与 l2 相切时，张角 ∠APB 取得最大值。这类题不必用向量去算 cos∠APB，

那样会很麻烦。

l1

l2

A B

P

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 3

恒成立与有解：分离法

含参的恒成立、有解、零点问题，常常把参数 a 单独” 剥” 出来，再去研究剩下那个不含参
的函数。分两类：分离参数法（剥成 a = f(x)，研究 f 的值域）与分离函数法（把不等式

两侧各看成一条曲线，研究它们的交点）。

3.1 分离参数法

适用于能剥成 a = f(x)、且 f(x) 易于研究的情况。

例（22）.

已知 f(x) = ex − e−x − ax。若 f(x) ≥ 0 对 x ≥ 0 恒成立（并对称地 f(x) ≤ 0 对 x ≤ 0

恒成立），求 a 的取值范围。

解.
x = 0 时 f(0) = 0 ≥ 0 自动成立。分离参数：

x > 0 :
ex − e−x

x
≥ a; x < 0 :

ex − e−x

x
≤ a.

令 g(x) =
ex − e−x

x
，则 g(x) 是奇函数（x ̸= 0）。求导：

g′(x) =
(ex + e−x)x− (ex − e−x)

x2
=

h(x)

x2
,

其中 h(x) = x(ex + e−x)− (ex − e−x)，h(0) = 0，h′(x) = x(ex − e−x) > 0（x ̸= 0），故

h 单调递增，x > 0 时 h(x) > h(0) = 0。于是 g′(x) > 0，g 在 (0,+∞) 上递增。又

x → 0+ : g(x) → 2, x → 0− : g(x) → −2.

所以 x > 0 时 g(x) > 2，要 a ≤ g(x) 恒成立须 a ≤ 2；由奇偶性，x < 0 时须 a ≥ −2。

综上

a ∈ [−2, 2].

19



CHAPTER 3. 恒成立与有解：分离法 20

x

g

2

−2

3.2 分离函数法

当参数没法干净地剥成 a = f(x)（剥出来的函数太复杂、或与之关联的点不止一处），就把

不等式两侧各看成一条曲线，研究它们的相对位置。可以分为两大类：动直线与变开口。

动直线

例（23）.

已知函数 f(x) = ex − a+
a

x
（x < 0），若 f(x) ≥ 0 只有 1 个整数解，求 a 的取值范围。

解.
除非作出整数解恰为 1 个的分离参数后的函数 g(x) =

x

x− 1
ex 的极值点，或与之关联的

点（不止一处），太复杂了；多处出现参数 a、以及” 整数解” 的设定，一般用分离函数
法做。

f(x) = ex − a+
a

x
≥ 0（x < 0）的形式不好放，等价变形（乘以 x < 0，不等号翻向）：

f(x) ≥ 0 ⇐⇒ xex ≤ a(x− 1) (x < 0).

取 M(x) = xex（一条定曲线），a(x − 1) 是过定点 (1, 0)、斜率为 a 的动直线。”xex ≤
a(x− 1)” 即曲线 M 在动直线下方（或线上）。画出草图后知，负整数解只能是 x = −1

（再往左不进入解集）。于是取 M(x) = xex 上的两个特殊点

(
−1,− 1

e

)
→ k1 =

− 1
e − 0

−1− 1
=

1

2e
,

(
−2,− 2

e2

)
→ k2 =

− 2
e2 − 0

−2− 1
=

2

3e2
.

要让恰好整数解只有 x = −1，斜率 a 须满足 a ∈ (k2, k1]，即

a ∈
(

2

3e2
,

1

2e

]
.
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x

(−1,− 1
e
)(−2,− 2

e2
)

(1, 0)

a(x− 1)

变开口

例（24）.

设函数 f(x) = eax − 1

a
lnx，若方程 f(x) = 0 有实根，求 a 的取值范围。

解.

法一（反函数法）. 由 f(x) = 0 得 eax =
lnx

a
。可以发现 y = eax 与 y =

lnx

a
互为反函

数，二者关于直线 y = x 对称。要使两者有交点，只要使 y = eax 与 y = x 有交点即可。

随 a 的减小，y = eax 变得更为” 平缓”。a 为负时，y = eax 递减，与 y = x 必有交

点。a > 0 时求临界：设切点 x0 > 0，切线即 y = x，则

eax0 = x0, aeax0 = 1 =⇒ ax0 = 1 =⇒ x0 = e, a =
1

e
.

故 a > 0 时须 a ≤ 1

e
（a = 1

e 时相切于 (e, e)，仍有实根）。综上

a ∈ (−∞, 0) ∪
(
0,

1

e

]
.

（a = 0 时 f 无意义，已排除。）

法二（同构法）. 把 eax =
lnx

a
两边凑成同一函数 φ(t) = tet：

eax =
lnx

a
=⇒ ax eax = x lnx = lnx · eln x.

构造 φ(t) = tet（在所需区间上单调），则 φ(ax) = φ(lnx)，得 a =
lnx

x
。而

lnx

x
的最

大值为
1

e
（x = e 处），故同样

a ∈ (−∞, 0) ∪
(
0,

1

e

]
.
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Chapter 4

比较大小

比较几个数的大小，直接比往往很难。两条常用思路：引入中介数字把它们分到不同的区间

里，或者用放缩把式子放大、缩小到容易比较的形状。

4.1 引入中介数字

引入中介数字，如 0, 1,
1

2
等，把待比较的数分到中介数字的两侧。

例（25）.

已知 θ ∈
(
0,

π

4

)
，a = (cos θ)sin θ，b = logcos θ sin θ，c = logsin θ cos θ(sin2 θ + cos2 θ)，求

a, b, c 的大小关系。

解.

θ ∈
(
0,

π

4

)
时，0 < sin θ < cos θ <

√
2

2
< 1。以 0 和 1 作中介数字分段：

a：底 cos θ ∈ (0, 1)、指数 sin θ > 0，故 a = (cos θ)sin θ < (cos θ)0 = 1，又 a > 0，所

以 a ∈ (0, 1)。

b：底 cos θ ∈ (0, 1)、真数 sin θ < cos θ，故 b = logcos θ sin θ > logcos θ cos θ = 1，所以

b > 1。

c：真数 sin2 θ + cos2 θ = 1，故 c = logsin θ cos θ 1 = 0。

综上 c = 0 < a < 1 < b，即

b > a > c.

x

y = (cos θ)x

x
1

y = logcos θ x

此类题，一般选取 0 和 1 进行区间分割。如仍无法完全比出，再选取 1
2 ,

1
e , e 等数。

22
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4.2 放缩：三角函数解析性

例（26）.

已知函数 f(x) =
lnx+ sinx

x
，求证：f(x) < 1。

解.
f(x) 直接求导（或构造 g(x) = x− sinx− lnx > 0）也可以，但放缩更快。x > 0，待证

f(x) < 1 等价于

lnx+ sinx < x ⇐⇒ lnx < x− sinx.

又 lnx ≤ x − 1（x = 1 取等），sinx ≤ 1（x = π
2 + 2kπ 取等），相加得 lnx + sinx ≤

(x− 1) + 1 = x。两式不可同时取等（lnx 在 x = 1 取等、sinx 在 x = π
2 取等，不能同

时），故

lnx+ sinx < x =⇒ f(x) < 1. 证毕

注.

在有限长区间内，三角函数（正、余弦）往往与 0 比；在无限长区间内，三角函数往往与

±1 比较。取 ±1 中的哪一个，要依据不等号的方向而定。三角函数本身不断振荡，会引

入很多麻烦因素，去成常数后，可简化比较过程（把它一般” 放” 去）。
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