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Chapter 1

一元二次不等式（不含参）

一元二次不等式形如 ax2 + bx+ c > 0（或 ≥, <,≤，a ̸= 0）。求解的核心是画图：把二次函
数 y = ax2 + bx+ c 的抛物线画出来，看它在 x 轴上方还是下方——这就是数形结合。

1.1 二次函数的三种表达式

二次函数表达式的选取

解题时按需要在三种形式之间切换：

• 一般式：y = ax2 + bx+ c（a ̸= 0）；

• 顶点式：y = a

(
x+

b

2a

)2

+ c− b2

4a
；

• 两根式：y = a(x− x1)(x− x2)（前提 ∆ ≥ 0，即有实根）。

通常的做法：先把不等式整理成一般式，算判别式 ∆ = b2 − 4ac，判断有没有实根。若
有根（∆ ≥ 0）：

1. 先尝试因式分解（写成两根式），再数形结合读解集；

2. 分解不出来时，再用求根公式 x =
−b±

√
∆

2a
求根。

1.2 三个例子：按 ∆ 的三种情形

下面三题分别对应 ∆ < 0、∆ > 0、∆ = 0，方法都是同一句话——画出抛物线，看 x 轴上

下。

例.

解 x2 − x+ 12 > 0。

解.
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CHAPTER 1. 一元二次不等式（不含参） 3

a = 1 > 0，开口向上；∆ = (−1)2 − 4 · 1 · 12 = −47 < 0，无实根。抛物线整条都在 x 轴

上方，y 恒正，所以不等式对一切 x 都成立。

解集 R = (−∞,+∞)。

x

y

y = x2 − x+ 12

例.

解 x2 − x− 12 > 0。

解.
a = 1 > 0，开口向上；分解 x2 − x− 12 = (x+ 3)(x− 4)，两根 −3, 4。y > 0 即图象在

x 轴上方，取两根的外侧。

解集 (−∞,−3) ∪ (4,+∞)。

x

y

−3 4

例.

解 x2 − 14x+ 49 > 0。

解.
x2 − 14x+ 49 = (x− 7)2，∆ = 0，重根 x = 7。抛物线开口向上、与 x 轴相切于 x = 7，

除切点外恒正。x = 7 时 y = 0 不满足严格不等式。

解集 {x | x ̸= 7} = (−∞, 7) ∪ (7,+∞)。

x

y

7
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Chapter 2

逆写系数法与穿根法

2.1 逆写系数法

遇到首项系数很大、常数项很小的二次式，直接十字相乘不好凑。可以用逆写系数把它换成
一个系数更顺手的方程来求根。

逆写系数：倒根等价

方程

ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) ( 1⃝) 与 cx2 + bx+ a = 0 (c ̸= 0) ( 2⃝)

互为倒根。理由：对 2⃝ 两边同除 x2，得 a
1

x2
+ b

1

x
+ c = 0；令 t =

1

x
，就变回

at2 + bt+ c = 0，正是 1⃝。所以 2⃝ 的根都是 1⃝ 的根的倒数。

例.

解 12x2 + x− 1 > 0。

解.
把系数逆写：12x2+x−1对应方程 12x2+x−1 = 0，它的倒根方程是 −x2+x+12 = 0，

即

x2 − x− 12 = 0 =⇒ (x+ 3)(x− 4) = 0, x = −3, 4.

取倒数，得 12x2 + x− 1 = 0 的两根 x = −1

3
,
1

4
，即

12x2 + x− 1 = (3x+ 1)(4x− 1).

a = 12 > 0，开口向上，y > 0 取两根外侧：

解集 =
(
−∞,− 1

3

)
∪
(
1
4 ,+∞

)
.
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CHAPTER 2. 逆写系数法与穿根法 5

这里逆写出来的 x2 − x − 12 正是前面解过的同一个二次式——逆写系数把一个” 大系
数” 的二次不等式拉回到了熟悉的” 小系数” 二次不等式上。

2.2 穿根法

二次不等式的图象法可以直接推广到高次：把多项式分解成一串一次因式的乘积，在数轴上
一次性读出符号。这就是穿根法（数轴标根法）。

穿根法

记 yn = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n。若它能写成

yn = a(x− x1)(x− x2) · · · (x− xm), x1 < x2 < · · · < xm,

（其中 a 可以是常数，也可以是常数乘上恒正或恒负的式子，例如 a = 2(x2 + x +

1)(x2 + 2x+ 5) 恒正），就能用穿根法求 yn > 0 或 yn < 0 的解：

1. 把 m 个根 x1, . . . , xm 由小到大标在数轴上；

2. a > 0 从最右端的上方起笔往下穿，a < 0 从最右端的下方起笔往上穿；

3. 奇重根穿过、偶重根不穿（碰到偶重根弹回去）；

4. 曲线在 x 轴上方就是 y > 0，下方就是 y < 0。

x
x1 x2 x3 xm

a > 0：从右上起
x

x1 x2 x3 xm

a < 0：从右下起

举几个例子

例.

y = (x− 2)(x− 3)(x− 5)。

解.
三个单根 2, 3, 5，a > 0，从右上起、奇穿：

x
2 3 5

y > 0 ⇒ 2 < x < 3 或 x > 5； y < 0 ⇒ x < 2 或 3 < x < 5。

例.
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CHAPTER 2. 逆写系数法与穿根法 6

y = (x− 2)2(x− 5)。

解.
根 x = 2（二重，偶次不穿）、x = 5（单根），a > 0：

x
2 5

x = 2 处弹回去（两侧都在 x 轴下方）。y > 0 ⇒ x > 5； y < 0 ⇒ x < 2 或

2 < x < 5。

例.

y = (1− x)(x− 3)(x− 7)。

解.
先把每个因式 x 的系数化为正：1 − x = −(x − 1)，于是 y = −(x − 1)(x − 3)(x − 7)，

a < 0。三个单根 1, 3, 7，从右下起、奇穿：

x
1 3 7

y > 0 ⇒ x < 1 或 3 < x < 7； y < 0 ⇒ 1 < x < 3 或 x > 7。

注.

方法总结

1. 判 a 的正负，定穿根的起始方向（a > 0 右上、a < 0 右下）；

2. 奇穿偶不穿；

3. y 正取上、y 负取下。
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Chapter 3

分式不等式

分式不等式的未知数在分母上。不能直接两边乘分母——分母的正负不知道，乘上去不等号
方向就定不下来。

3.1 利用完全平方数的非负性

一个干净的办法：两边同乘分母的平方 g2。因为 g2 ≥ 0（且只要 g ̸= 0 就 g2 > 0），乘上去

不会翻转不等号，分式就化成了多项式。

例.

解
x− 1

x+ 1
< 0。

解.
两边同乘 (x+ 1)2（严格不等式本身已要求 x+ 1 ̸= 0）：

x− 1

x+ 1
< 0 ⇐⇒ x− 1

x+ 1
(x+ 1)2 < 0 ⇐⇒ (x− 1)(x+ 1) < 0.

两根 −1, 1，开口向上，” 小于取中间”：

解集 = (−1, 1).

例.

解
x+ 3

x− 2
≤ 0。

解.
同乘 (x− 2)2，但分母不能为零，要单独排除 x = 2：

x+ 3

x− 2
≤ 0 ⇐⇒ (x+ 3)(x− 2) ≤ 0 且 x ̸= 2.
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CHAPTER 3. 分式不等式 8

(x+ 3)(x− 2) ≤ 0 取中间 −3 ≤ x ≤ 2，再去掉 x = 2：

解集 = [−3, 2).

3.2 右边不是 0：先通分
如果不等式右边不是 0，先移项通分，把一侧化成 0、另一侧化成一个分式，再按上面处理。

例.

解
x− 5

x+ 4
≥ 1。

解.
移项通分，使右边为 0：

x− 5

x+ 4
− 1 ≥ 0 ⇐⇒ (x− 5)− (x+ 4)

x+ 4
≥ 0 ⇐⇒ −9

x+ 4
≥ 0.

分子 −9 < 0 是常数，要让分式 ≥ 0，只能让分母 x+ 4 < 0（负除以负为正；x+ 4 不能

为零）：

解集 = (−∞,−4).

注.

方法总结

1. 先通分，令一侧为 0；

2. 再消去分母（同乘分母的平方），并注意分母本身不能为 0。
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