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Chapter 1

内切球

内切球是平面里内切圆的三维版本：球面内切于多面体的每一个面。它的刻画从内切圆平移
而来——球心到每个面的距离都相等，这个公共距离就是半径。

1.1 内切圆与内切球

两个平行的刻画

• 内切圆：圆心到各边的距离都相等——关心的是点线距。

• 内切球：球心到各面的距离都相等——关心的是点面距。

O
r

P

A
B

C

内切球：O 到各面距离 = r

O

r

A

B

C

内切圆：O 到各边距离 = r

两者都靠垂直关系——半径沿切点垂直于边（或面）。这个垂直关系在求面积或体积时很
有用，关键的招法就是分割。
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CHAPTER 1. 内切球 3

1.2 分割法

内切圆：由面积反推 r

把 △ABC 沿内心 O 切成三个小三角形 △OBC,△OCA,△OAB，每个小三角形以

一条边为底、高都是 r。记周长 C = a+ b+ c：

S =
1

2
cr +

1

2
ar +

1

2
br =

1

2
(a+ b+ c)r =

1

2
Cr.

内切球：由体积反推 r

把多面体沿球心 O 切成若干个” 以一个面为底、O 为顶” 的小棱锥，每个小棱锥的
高都是 r。记表面积 S表：

V =
∑ 1

3
Si r =

1

3

(∑
Si

)
r =

1

3
S表 r.

把二维的 S = 1
2Cr 升一维，就是三维的 V = 1

3S表r。中学里最常用它来求内切球半

径 r =
3V

S表
。

1.3 哪些立体有内切球？

注.

1. 所有三棱锥都有内切球。✓

2. 并非所有四棱锥都有内切球。×

3. 一般棱柱不一定有内切球（如底面 ABCD 为矩形而非正方形的直棱柱）。×

1.4 例题

例.

已知四棱锥 P -ABCD，平面 PAB ⊥ 平面 ABCD，底面 ABCD 为矩形，△PAB 是边

长为 2 的正三角形。若 P -ABCD 存在内切球，则此内切球的半径为 ，此四棱锥

的体积为 。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 2

外接球：球心定位

外接球是外接圆的三维版本：球面过多面体的每一个顶点——球心到各顶点的距离都相等。

2.1 外接圆与外接球

两个平行的刻画

• 外接圆：圆心到各顶点的距离都相等 ⇒ 圆心是各边中垂线的交点。

• 外接球：球心到各顶点的距离都相等 ⇒ 球心是各边中垂面的交点。

O

A

B C

2.2 球心与截面圆心的关系

取多面体的某一个面，这个面的顶点在该面内有自己的外接圆，圆心记作 O′。球心 O 与 O′

之间有如下关系。

球心 O 与某截面外接圆圆心 O′

设多面体某一个面在平面 α 内，该面顶点的外接圆圆心为 O′。则

(1) OO′ ⊥ α——球心到截面圆心的连线垂直于该面；

(2) 若该面恰好过球心，则 O 与 O′ 重合。

道理：O 到该面上各顶点距离都是 R，把 O 投影到 α 上得垂足 O′，则 O′ 到这些

顶点的距离也都相等（都等于
√
R2 −OO′2），所以 O′ 正是它们的外接圆圆心，且

OO′ ⊥ α。

4



CHAPTER 2. 外接球：球心定位 5

由此求外接球：先在一个面里定出外接圆圆心 O′，过 O′ 作该面的垂线，球心 O 在这
条垂线上；再用”O 到各顶点等距” 列方程求出半径。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 3

正四面体与正三棱锥

正四面体四个面都是全等的正三角形，是最对称的立体。它同时有外接球与内切球，且两球

同心。下面用三种方法求半径，再推广到一般正三棱锥。

3.1 正四面体的外接球与内切球

设正四面体棱长为 a。底面是边长 a 的正三角形，其中心 O′ 到顶点 B 的距离 O′B =
a√
3
，

顶点 P 到底面的高

h =

√
a2 −

(
a√
3

)2
=

√
a2 − a2

3 =

√
6

3
a.

由对称性，外接球球心、内切球球心都在 P 与底面中心 O′ 的连线上，两球同心。

O

O′

R

P

A B

C

例（几何法）.

求正四面体外接球半径 R。

解.
球心 O 在 PO′ 上。O 到顶点 P 距离 = R、O 到 O′ 距离 = h − R，O 到底面顶点 B

距离也是 R，而 O′B = a√
3
：

R2 = (h−R)2 +
(

a√
3

)2
= h2 − 2hR+R2 + a2

3 .
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CHAPTER 3. 正四面体与正三棱锥 7

约去 R2，代入 h =
√
6
3 a（h2 = 2a2

3 ）：

2hR = h2 + a2

3 = 2a2

3 + a2

3 = a2 =⇒ R =
a2

2h
=

a2

2 ·
√
6
3 a

=

√
6

4
a.

球心到底面的距离 r = h−R =

√
6

3
a−

√
6

4
a =

√
6

12
a，由两球同心，这就是内切球半径。

于是

R =

√
6

4
a, r =

√
6

12
a, R+ r = h, R = 3r.

例（体积分割法）.

用 V = 1
3S表r 求内切球半径。

解.
四个面都是边长 a 的正三角形，面积都记作 S =

√
3
4 a2。把正四面体沿内心切成四个小

棱锥，各以一个面为底、高为 r：

V =
1

3
S r × 4 =

4

3
S r.

另一方面，以底面为底、高为 h：V =
1

3
Sh。两式相等得 h = 4r，即

r =
h

4
=

1

4
·
√
6

3
a =

√
6

12
a, R = 3r =

√
6

4
a.

与几何法一致。h = 4r（等价 R = 3r）是正四面体最好记的关系。

例（嵌入正方体）.

把正四面体嵌进正方体，用空间对角线求 R。

解.
取正方体的四个交错顶点，连成的就是一个正四面体，它的棱恰是正方体的面对角线。设
正方体棱长 s，则正四面体棱长 a =

√
2 s。正四面体与正方体共外接球，球心为正方体

中心，直径即空间对角线
√
3 s：

2R =
√
3 s =

√
3 · a√

2
=

√
6

2
a =⇒ R =

√
6

4
a.

三种方法结果一致。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 3. 正四面体与正三棱锥 8

正方体里的正四面体：棱即面对角线

3.2 一般正三棱锥

正三棱锥的顶点 P 在底面正三角形中心 O′ 正上方，但侧棱与底边不一定相等，所以高 h

是独立给的。球心仍在 PO′ 这条轴上，几何法照搬：设底边长 a（底面外接圆半径 a√
3
）、高

h，

R2 = (h−R)2 +
(

a√
3

)2
=⇒ R =

h2 + a2

3

2h
.

轴上球心的垂线模型

只要顶点 P 在底面外接圆圆心 O′ 正上方、距离为 h，底面外接圆半径为 r，则球心

在 PO′ 上，由 R2 = (h−R)2 + r2 得

R =
h2 + r2

2h
.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 4

补形法：补成长方体

把三棱锥补成长方体后，外接球就是长方体的外接球：球心在长方体中心，直径就是空间对

角线，不必再单独找球心。

4.1 对棱相等的三棱锥

对棱相等 → 长方体

若三棱锥三组对棱两两相等，记 AB = CD = a、BC = AD = c、AC = BD = b，

则可把它嵌进一个长方体，让三棱锥的六条棱成为长方体的六条面对角线。设长方体
棱长 m,n, p：

m2 + p2 = a2

n2 + p2 = c2

m2 + n2 = b2

=⇒ 2(m2 + n2 + p2) = a2 + b2 + c2.

长方体空间对角线就是外接球直径，m2 + n2 + p2 = (2R)2，故

R2 =
a2 + b2 + c2

8
.

对棱相等的三棱锥：六条棱就是六条面对角线

9



CHAPTER 4. 补形法：补成长方体 10

4.2 墙角三棱锥

三棱两两垂直 → 长方体

墙角三棱锥：一个顶点处有三条棱 a, b, c 两两垂直，像墙角一样。把它补回长方体，

这三条棱就是长方体过一个顶点的三条棱。空间对角线 = 2R：

a2 + b2 + c2 = (2R)2 =⇒ R2 =
a2 + b2 + c2

4
.

a

b

c

2R

P
A

B

C

4.3 墙角模型的” 复体”

以三条面对角线为棱 → 长方体

有时三棱锥的三条棱 m,n, p 不是长方体的棱，而是它三个面的对角线——把墙角模
型” 复制” 一份拼成的样子。设长方体棱长 a, b, c：

m2 = a2 + b2

n2 = b2 + c2

p2 = a2 + c2

=⇒ m2 + n2 + p2 = 2(a2 + b2 + c2).

又 a2 + b2 + c2 = (2R)2，故

R2 =
m2 + n2 + p2

8
.

与对棱相等公式同形（都除以 8），区别只在 m,n, p 是哪种棱：对棱相等时是三棱锥

的实际棱长，这里是” 面对角线型” 的棱长。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 5

含垂直结构的四面体

下面几类四面体的处理思想都是先确定一个面内的外接圆圆心位置，再过它作该面的垂线
找球心。

5.1 两侧面是公共斜边的直角三角形

∠APB = ∠AQB = 90◦（公共斜边 AB）

若四面体里有两个面都是以 AB 为斜边的直角三角形（P,Q 是另两个顶点），则直

角 ∠APB = 90◦ 说明 P 在以 AB 为直径的球面上，直角 ∠AQB = 90◦ 说明 Q 也

在上面。于是四个顶点都在这个球面上，AB 就是外接球的直径：

R =
AB

2
.

A

B

P

Q

O

5.2 一条侧棱垂直于底面

PC ⊥ 平面 ABC

若 PC ⊥ 底面 △ABC，则 PC 是外接球的一条弦。球心 O 落在两处的交线上：过

△ABC 外接圆圆心作底面的垂线，再过 PC 中点作 PC 的中垂面。设底面外接圆半

11



CHAPTER 5. 含垂直结构的四面体 12

径 r、PC = h：

R2 = r2 +
(h
2

)2
.

h

O1r

P

A B

C

5.3 两侧面互相垂直

平面 PAC ⊥ 平面 BAC（公共边 AC = l）

两个面共边 AC、互相垂直。设它们的外接圆圆心为 O1, O2、半径 r1, r2，M 为 AC

中点。O1, O2 到 AC 的距离分别是
√

r21 − ( l
2 )

2、
√
r22 − ( l

2 )
2；由两面垂直，这两段

互相垂直。球心 O 在 O1, O2 上方，于是

R2 =
[
r21 −

(
l
2

)2]
+
[
r22 −

(
l
2

)2]
+
(

l
2

)2
= r21 + r22 −

(
l
2

)2
.

5.4 正三角形与直角三角形的组合（二面角）

有的题把一个正三角形和一个直角三角形沿公共边折起，给出一个二面角。处理的思想还是
老一套：在两个面里各定出外接圆圆心 O1, O2，过它们作各自面的垂线，球心 O 在两条垂

线的交点处；二面角决定了两条垂线的夹角，把 OO1、OO2 与两段到公共边的距离放进同

一个空间直角三角形里解出 R。这类题没有现成公式，靠的是把球心拆到两个面上去这一
招。

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



Chapter 6

练习题

6.1 填空题

例.

已知点 O 为圆锥 PO 底面的圆心，圆锥 PO 的轴截面为边长为 2 的等边三角形 PAB，

求圆锥 PO 的外接球的表面积。

解.
轴截面是边长 2 的等边三角形，所以底面半径 r = 1、高 h =

√
3。球心在轴 PO 上，套

垂线模型 R =
h2 + r2

2h
：

R =
3 + 1

2
√
3

=
2√
3
, R2 =

4

3
.

表面积 = 4πR2 =
16π

3
。

例.

已知三棱锥 S-ABC 的所有顶点都在球 O 的球面上，SA ⊥ 平面 ABC，SA = 2
√
3，

AB = 1，AC = 2，∠BAC =
π

3
，求球 O 的表面积。

解.
SA 垂直底面，是侧棱垂直模型。先求底面外接圆半径：余弦定理

BC2 = 1 + 4− 2 · 1 · 2 · cos π
3 = 3, BC =

√
3;

正弦定理
BC

sin∠BAC
= 2r 得 r =

√
3

2 ·
√
3
2

= 1。套公式

R2 = r2 +
(SA

2

)2
= 1 + 3 = 4.

13



CHAPTER 6. 练习题 14

表面积 = 4πR2 = 16π。

例.

已知点 A 是以 BC 为直径的圆 O 上异于 B,C 的动点，P 为平面 ABC 外一点，且平

面 PBC ⊥ 平面 ABC，BC = 3，PB = 2
√
2，PC =

√
5，求三棱锥 P -ABC 外接球的

表面积。

解.
两侧面 PBC、ABC 共边 BC 且互相垂直，l = BC = 3。

△ABC 的外接圆：A 在以 BC 为直径的圆上，所以这个圆就是它的外接圆，r1 =
3

2
。

△PBC 的外接圆：

cos∠BPC =
PB2 + PC2 −BC2

2 · PB · PC
=

8 + 5− 9

2 · 2
√
2 ·

√
5
=

1√
10

, sin∠BPC =
3√
10

;

r2 =
BC

2 sin∠BPC
=

3

2 · 3√
10

=

√
10

2
.

套公式

R2 = r21 + r22 −
( l
2

)2
=

9

4
+

10

4
− 9

4
=

5

2
.

表面积 = 4πR2 = 10π。

例.

棱长为 1、各面都为等边三角形的四面体内有一点 P，由点 P 向各面作垂线，垂线段的

长度分别为 d1, d2, d3, d4，求 d1 + d2 + d3 + d4。

解.
正四面体各面面积相等，记为 S。以 P 为顶点、各面为底分割：

V =
1

3
Sd1 +

1

3
Sd2 +

1

3
Sd3 +

1

3
Sd4 =

S

3
(d1 + d2 + d3 + d4).

又以一个面为底、对顶点为顶：V =
1

3
Sh。两式相等得

d1 + d2 + d3 + d4 = h =

√
6

3
· 1 =

√
6

3
.

（内部任一点到各面距离之和都等于这个高，与点 P 的位置无关。）

例.

© Rui Zhou 2026. Do not redistribute without permission.



CHAPTER 6. 练习题 15

正三棱柱 ABC-A1B1C1 中，AB = 4，AA1 = 6，E,F 分别是棱 BB1, CC1 上的点，求

三棱锥 A-A1EF 的体积。

解.
E,F 在与 AA1 平行的两条侧棱上，沿棱滑动不改变体积。取 A = (0, 0, 0)，B = (4, 0, 0)，

C = (2, 2
√
3, 0)，A1 = (0, 0, 6)，E = (4, 0, t)，F = (2, 2

√
3, s)：

V =
1

6

∣∣ det[ ⃗AA1, A⃗E, A⃗F ]
∣∣ = 1

6

∣∣∣∣∣∣∣det

0 0 6

4 0 t

2 2
√
3 s


∣∣∣∣∣∣∣ .

按第一行展开：det = 6 · det
(
4 0

2 2
√
3

)
= 6 · 8

√
3 = 48

√
3，与 t, s 无关。

V =
48
√
3

6
= 8

√
3.

例.

底面边长为 3, 4, 5、高为 6 的直三棱柱形容器内放置一气球，使气球尽可能膨胀（保持

球的形状），求气球表面积的最大值。

解.

3, 4, 5 是直角三角形，其内切圆半径 r底 =
3 + 4− 5

2
= 1。球受两个限制：

径向： R ≤ r底 = 1; 轴向： 2R ≤ 6 ⇒ R ≤ 3.

取更严的 R = 1，表面积最大值 = 4πR2 = 4π。

6.2 选择题

例.

如图，圆形纸片的圆心为 O，半径为 6 cm，该纸片上的正方形 ABCD 的中心为 O，

E,F,G,H 为圆 O上的点，△ABE,△BCF,△CDG,△ADH 分别是以 AB,BC,CD,DA

为底边的等腰三角形。沿虚线剪开后，分别以AB,BC,CD,DA为折痕折起△ABE,△BCF,△CDG,△ADH，

使 E,F,G,H 重合得到一个四棱锥。当该四棱锥的侧面积是底面积的 2 倍时，该四棱锥

的外接球的表面积为（ ）。

(A)
16π

3
(B)

25π

3
(C)

64π

3
(D)

100π

3
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解.
设正方形边长 a。正方形中心 O 到边 AB 的距离是

a

2
，顶点 E 沿这条方向落在圆上，所

以等腰三角形 ABE 的高（斜高）= 6− a

2
。

底面积 = a2, 侧面积 = 4 · 1
2
a
(
6− a

2

)
= 12a− a2.

侧 = 2× 底：12a− a2 = 2a2 ⇒ a = 4。

折起后：底面正方形边长 4，半对角线 2
√
2；斜高 = 6 − 2 = 4，底面中心到边的距

离 = 2，故顶点高

h =
√

42 − 22 = 2
√
3.

球心在轴上、距底面 k，由 R2 = (2
√
3− k)2 = k2 + (2

√
2)2：

12− 4
√
3 k = 8 ⇒ k =

1√
3
, R2 = k2 + 8 =

1

3
+ 8 =

25

3
.

表面积 = 4πR2 =
100π

3
，选 (D)。

例.

正方体的外接球与内切球上各有一个动点 M,N，若线段 MN 的最小值为
√
3 − 1，则

（ ）。

(A) 正方体的外接球的表面积为12π (B) 正方体的内切球的体积为
π

3

(C) 正方体的棱长为1 (D) 线段MN 的最大值为
√
3 + 1

解.

设棱长 a。两球同心：内切球半径
a

2
，外接球半径

√
3

2
a。M,N 到公共球心的距离分别

为

√
3

2
a、

a

2
，故

√
3− 1

2
a ≤ |MN | ≤

√
3 + 1

2
a.

由

√
3− 1

2
a =

√
3− 1 得 a = 2。逐项检验：

• (A) 外接球半径
√
3，表面积 4π · 3 = 12π。✓

• (B) 内切球半径 1，体积
4π

3
̸= π

3
。×

• (C) 棱长为 2。×

• (D) |MN | 最大值 =

√
3 + 1

2
· 2 =

√
3 + 1。✓

选 (A)(D)。
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例.

已知三棱锥 S-ABC 的所有顶点都在球 O 的球面上，△ABC 是边长为 1 的正三角形，

SC 为球 O 的直径，SC = 2，则此棱锥的体积为（ ）。

(A)

√
2

6
(B)

√
3

6
(C)

√
2

3
(D)

√
2

2

解.
SC 是直径，R = 1。球面上任一点对直径张直角，故 ∠SAC = ∠SBC = 90◦，于是

SA =
√
SC2 −AC2 =

√
4− 1 =

√
3。

求 S 到平面 ABC 的高。△ABC 外心 G 满足 GA =
1√
3
；球心 O（即 SC 中点）到

平面 ABC 的距离 OG =
√
R2 −GA2 =

√
1− 1

3 =
√

2
3。由 O 是 SC 中点、C 在底面

上，S 到底面的距离 = 2OG =
2
√
6

3
。

V =
1

3
·
√
3

4
· 2

√
6

3
=

√
18

18
=

√
2

6
.

选 (A)。

例.

一个斜三棱柱的底面是边长为 4 的正三角形，侧棱长 5，若其中一条侧棱与底面三角形

的相邻两边都成 60◦ 角，则这个三棱柱的体积是（ ）。

(A)
50
√
3

3
(B) 20

√
3 (C)

50
√
2

3
(D) 20

√
2

解.

底面积 =

√
3

4
· 16 = 4

√
3。

设底面正三角形在顶点 A 处的两边方向单位向量 u⃗1, u⃗2（u⃗1 · u⃗2 = cos 60◦ = 1
2），侧

棱方向单位向量 v⃗ 与两者都成 60◦：v⃗ · u⃗1 = v⃗ · u⃗2 = 1
2。由对称性 v⃗ = p

u⃗1 + u⃗2

|u⃗1 + u⃗2|
+ q n⃗

（n⃗ 为底面单位法向）。|u⃗1 + u⃗2| =
√
3，由

v⃗ · u⃗1 = p ·
1 + 1

2√
3

=
p
√
3

2
=

1

2
⇒ p =

1√
3
, q2 = 1− p2 =

2

3
, q =

√
6

3
.

棱柱的高 = 侧棱在法向的分量 = 5q =
5
√
6

3
。

V = 4
√
3 · 5

√
6

3
=

20
√
18

3
= 20

√
2.
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选 (D)。
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